SZINGULARIS FELBONTAS ES PSZEUDOINVERZ

Az aldbbiakban kimondjuk és bebizonyitjuk a matrixokra vonatkozo szingularis (érték) fel-
bontés tételét, majd bevezetjiik a Moore—Penrose-féle pszeudoinverz fogalmét. Folytatva az
Algebra2 linearis algebra tantargy szellemét, melynek tananyaga megtaldlhato a

ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/oktatas/faliujsag/eloadas-algebra2-normal-2018-tavasz

cimrdl letolthets el6adésjegyzetekben, a linearis leképezések nyelvét hasznaljuk métrixokkal
val6 szamolasok helyett, ahol csak lehetséges.

A szingularis felbontasi tétel azt mondja ki, hogy ha adott két euklideszi tér kozott egy
linearis leképezés, akkor alkalmas ortonormélt bazisparban ennek matrixa diagonalis, és a di-
agonalisban nemnegativ valos szamok allnak (komplex 616tt is), a matrix szinguldris értékei.
Az egységgomb képe egy ellipszoid, és a nem nulla szingularis értékek a féltengelyek hosszat
adjak meg. Mindez lehetévé teszi egy matrix olyan invertélasat”, amelynek segitségével
optimalizalhatjuk linearis egyenletrendszerek megoldaséat.

1. AB ES BA SAJATERTEKEI

Legyenek V' és W azonos T test feletti végesdimenzios vektorterek, A € Hom(V, W) és
B € Hom(W, V). Ekkor AB a W-nek, BA pedig a V-nek lesz linearis transzformacioja, és
ezért mindkettének beszélhetiink a sajatértékeirsl.

1.1. Allitas. Tegyiik fol, hogy A és B is invertalhaté. Ekkor AB és BA karakterisztikus
polinomja megegyezik, és igy sajatértékeiknek algebrai multiplicitasa is ugyanaz.

Bizonyitds. A dimenziotételbdl kovetkezik, hogy dim V' = dim W. Rogzitsiink egy bazispart,
és legyen M, illetve N az A, illetve a B matrixa; ezek négyzetes, invertalhatdé matrixok.
Ekkor kap(z) = det(MN —zE) és kpa(x) = det(NM —zF). A determinansok szorzastétele
miatt det(MN — zI) = det (M~'(MN — zI)M) = det(NM — zI). O

A szakasz hatraléves részében azt latjuk be, hogy az altalanos, nem invertalhatd esetben
is ugyanilyen jol viselkednek AB és BA nem nulla sajatértékei.

1.2. Tétel. AB és BA minimalpolinomja csak egy x-es szorzéban térhet el egymastol, és
igy AB és BA nem nulla sajatértékeinek halmaza ugyanaz. Ha dim(V') = dim(W), akkor
AB és BA sajatértékei ugyanazok.

Bizonyitds. Legyen f(z) = ag+ a1z + ... + azz® € T|x]. Ekkor
Af(BA)B = apAB + aABAB + ... + a,(AB)*™

ami z f(x)-nek az AB helyen felvett értéke. Ezért ha f a BA minimalpolinomja, akkor z f(x)-
nek gyoke AB, azaz AB minimélpolinomja osztoja xf(x)-nek. Az A és B szerepét megcse-
rélve kapjuk, hogy BA minimalpolinomja is osztdéja AB minimalpolinomja x-szeresének.
Mivel a minimélpolinomok normaltak, AB és BA minimalpolinomjai vagy egyenlGek, vagy

az egyik a masiknak z-szerese. Ezért AB és BA nem nulla sajatértékei ugyanazok.
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Tegyiik 6], hogy dim(V) = dim(W), és a 0 nem sajatértéke AB-nek. Ekkor AB in-
vertalhato. De akkor A és B is invertalhato, mert Ker(B) sziikségképpen nulla és Im(A)
sziikségképpen V. Ezért BA is invertalhato, és igy a 0 nem sajatértéke B A-nak sem. 0

Egyszert példaként legyen [A] = [1,1] és [B] = [1,1]7. Ekkor AB = [2], aminek az egyetlen
sajatértéke a 2, ugyanakkor BA a csupa 1-esekbdl allo 2 x 2-es matrix, a sajatértékek 0 és 2.
Ebben a példaban AB invertalhato, BA pedig nem (és persze A és B egyike sem invertalhato,
mert nem egyforma dimenzios vektorterek kézott mennek).

Most megvizsgaljuk AB és BA sajatértékeinek geometriai és algebrai multiplicitasat. Te-
gyiik fol tovabbra is, hogy A € Hom(V, W) és B € Hom(W, V). Ha f € T[], akkor legyen

V; = Ker f(BA) é W = Ker f(AB).

1.3. Allitas. Ha f(0) # 0, akkor A : V; — W; és B : Wy — V; is bijektiv. Specidlisan
Bizonyitds. Legyen f(z) = ag+ a1z + ...+ apx®, a feltevés szerint ag # 0. Ha v € V;, akkor
V} definicioja szerint
agv + a1 BA(v) + ... + ax(BA)*(v) = 0.
Erre A-t alkalmazva
0= aoA(v) + a1 ABA(v) + ...+ ay(AB)* A(v) = f(AB)(A(v)).

Tehat A(v) € Wy. Ha A(v) = 0, akkor a fenti els§ egyenletbdl agv = 0, és mivel ag # 0,
ezért v = 0. Ez azt jelenti, hogy A injektiven képzi Vi-et Wi-be, a dimenziététel miatt igy

Ha A-t és B-t megcseréljiik, akkor a fenti gondolatmenet azt adja, hogy B injektiven képzi
Wi-et Vi-be, és dim Vy > dim Wy. A két dimenzioé tehét egyenls, és igy A és B is bijektiv e
két altér kozott. 0

Ha specidlisan f(z) = = — A, akkor V; a A\-hoz tartozo sajataltere BA-nak, W, pedig a
A-hoz tartozo sajataltere AB-nek.

1.4. Kovetkezmény. Ha \ # 0, akkor A, illetve B bijektiv a fenti két sajataltér kozott,
melyek dimenzidja megegyezik. Specidlisan az AB és BA transzforméciok nem nulla sajéat-
értékeinek geometriai multiplicitasa megegyezik.

A fenti allitast csak abban az esetben fogjuk hasznalni a késébbiekben, amikor AB és BA
is diagonalizalhato. Ezért az alabbiak (a szakasz végéig) els6 olvasasra kihagyhatok. Az
algebrai multiplicitas altaldnos vizsgélatdhoz idézziik {6l az aldbbi eredményt Freud Robert
tankonyvébdl.

1.5. Lemma [[1], 6.6.2. Tétel|. Legyen C' linearis transzforméaciéja egy V vektortérnek és
me = fg, ahol me a C' minimélpolinomja, f, g € T[x] pedig relativ primek. Ekkor

V = Ker f(C) @ Ker g(C).
A felbontéasban szerepld két altér C-invarians, és a C' transzformécio Ker f(C)-re vett leszii-
kitésének miniméalpolinomja f.

1.6. Kovetkezmény. Az el6z6 lemma jeloléseivel legyen Cf, illetve C, a C lesziikitése
Ker f(C)-re, illetve Ker g(C)-re. Ekkor C karakterisztikus polinomja a C; és C, karak-
terisztikus polinomjainak a szorzata.
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Bizonyitds. Vegytink Ker f(C')-ben, illetve Ker g(C')-ben egy-egy bézist. Tanultuk, hogy ezek
uni6ja bazis lesz V-ben, és ebben C' matrixa két diagonalis blokkra bomlik, melyek kiilon-
kiilon CY, illetve Cy matrixai. Ebben a bazisban a karakterisztikus polinomot kiszdmolva
az allitast kapjuk, hiszen egy ilyen blokkmatrix determinansa a blokkok determinansainak a
szorzata. U

1.7. Tétel. Legyenek V és W végesdimenziés vektorterek a T' test f6l6tt, A € Hom(V, W)
és B € Hom(W,V). Ekkor AB és BA nem nulla sajatértékeinek algebrai multiplicitdsa
megegyezik. Ha dimV = dim W, akkor AB és BA karakterisztikus polinomja is egyenld.

Bizonyitds. Az 1.2. Tétel szerint van olyan f polinom, amelynek a 0 nem gyoke, tovabba
olyan ¢ és m, hogy map = f(x)z’ és mpa = f(z)2™. Alkalmazzuk az 1.3. Allitast az igy
kapott f polinomra. Ekkor A-nak, illetve B-nek a Vi, illetve W, alterekre vett lesztikitése
invertalhato, és igy az 1.1. Allitas azt adja, hogy a BA transzformécio Vi-re vett C' leszi-
kitésének ugyanaz a karakterisztikus polinomja, mint az AB transzforméacié Wy-re vett D
lesztikitésének, azaz ko = kp.

Legyen F' a BA transzformacio Ker(BA)™-re vett leszikitése. Mivel f(0) # 0, ezért
f relativ prim x™-hez. Az el6z6 allitas szerint igy kpa = ke (x)kp(z). Az 1.5. Lemma szerint
C minimélpolinomja f, és ezért C' sajatértékeinek halmaza ugyanaz, mint BA nem nulla
sajatértékeinek halmaza. Hasonloan, F' minimélpolinomja x™, ezért kr(z) = +a! alkalmas ¢
egészre. Ezért ha A # 0, akkor A algebrai multiplicitasa ugyanaz a BA és C' transzformaciok
esetében. Hasonlé gondolatmenet adja, hogy ugyanaz a multiplicitas D és AB esetében
is. De lattuk, hogy a multiplicitas ugyanaz C és D esetében is, ezért a tétel elsg allitasat
belattuk.

Ha dimV = dim W, akkor AB és BA karakterisztikus polinomjanak ugyanaz a foka,
és mivel grkc = grkp, ezért az x kitevGje is ugyanaz lesz AB és BA karakterisztikus
polinomjaban. 0

2. ALTERNATIV MEGKOZELITESEK

Megmutatjuk kozvetleniil is, hogy ha A és B invertalhatd, akkor AB és BA nem nulla
sajatértékeinek geometriai multiplicitdsa megegyezik. Legyen W egy k-dimenzios, A # 0-hoz
tartozo sajataltere AB-nek, tehat w € W esetén ABw = Mw. Atrendezéssel kapjuk, hogy
A Y (Bw) = A7'B~Y(Bw), azaz A~ B~1-nek A\! legalabb k-szoros sajatértéke. De A~1 B!
inverze BA, ezért X\ legalabb k-szoros sajatértéke BA-nak.

Az algebrai multiplicitasok egyenl@ségének bizonyitasara is van alternativ gondolatmenet.
Tanultuk, hogy ha a karakterisztikus polinom linearis tényezékre bomlik, akkor egy matrix
nyoma a (karakterisztikus polinombeli multiplicitassal vett) sajatértékeinek dsszege.

Legyen A egy n x n-es matrix, ekkor A* sajatértékei az A sajatértékeinek k-adik hatvényai,
azonos algebrai multiplicitassal és ugyanazokkal a sajatvektorokkal (persze ha két sajatérték
k-adik hatvanya egyenld, akkor a multiplicitasok 6sszeadddnak). Ezért A¥ nyoma az A sa-
jatértékeinek k-adik hatvanyosszege. A hatvanyosszegek viszont a Newton—Girard-formulék
miatt meghatérozzak a sajatértékek elemi szimmetrikus polinomjait, és igy magukat a sa-
jatértékeket is (algebrai multiplicitasukkal egyiitt). Elegendé A els§ n hatvanyét tekinteni.

2.1. Feladat. Mutassuk meg matrixokkal val6 szamolassal, hogy AB és BA nyoma (azaz a
f6atlobeli elemek dsszege) ugyanaz.
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Mivel (AB)* ¢s (BA)* nyoma is ugyanaz minden k-ra, ezért AB és BA nem nulla sajat-
értékeinek algebrai multiplicitdsa megegyezik.

Ugyanezzel a gondolatmenettel adodik annak a feladatnak a megoldasa is, hogy egy n x n-
es matrix akkor és csak akkor nilpotens, ha az els§ n hatvanyanak nulla a nyoma. Ekkor
ugyanis minden sajatérték nulla lesz.

Az 1.3. Allitast az (x — \)* polinomra alkalmazva az is kideriil, hogy AB és BA Jordan-
alakjaban a nem nulla sajatértékekhez tartozo blokkok is megfelelnek egymasnak. Ebbdl is
latszik, hogy a geometriai és algebrai multiplicitasok egyenldk.

Szokasos megkozelités komplex f6lott, hogy a vizsgédlandd métrixot invertalhatd métrixok
hatarértékeként allitjuk els, és az 1.1. Allitast alkalmazzuk. Ezzel a modszerrel a Cayley—
Hamilton-tétel is belathato.

3. LINEARIS LEKEPEZES ADJUNGALTJA
A kovetkezd tétel az adjungalt transzformacio fogalmat altalanositja linearis leképezésekre.

3.1. Tétel. Legyenek V' és W (valos vagy komplex folotti) euklideszi terek. Tetszdleges
A € Hom(V, W) és B € Hom(W, V') leképezésekre, tovabba tetszbleges V-beli b és W-beli d
ortonormalt bazisokra igaz a kivetkezds. A

(B(w),v) = (v, A(w))

sszefiiggés akkor és csak akkor igaz mindenv € V ésw € W esetén, ha az [Ala/p és a [Blpa
matrixok egymas transzponalt konjugaltjai.

A bizonyitas ugyanaz, mint transzforméaciok esetében. Az A matrixanak felirasa a kovet-
kezdképpen modosul.

3.2. Allitas. Legyen A : V — W linedris leképezés, b tetszéleges bazis V-ben, és d ONB
W-ben. Ekkor az [Ala, matrix i-edik soranak j-edik eleme (d;, A(b;)).

A fentiek szerint, tehat minden A leképezéshez egyértelmiien tartozik egy olyan B, amely
a tétel feltételét teljesiti, ezt most is A*-gal jeloljiik, és A adjungaltjanak nevezziik. Nyilvan
(A*)* = A, és ha értelmes a szorzat, akkor (AB)* = B*A*.

Sziikségiink lesz a bazistranszformécio képletére altalanos leképezések esetén.

3.3. Tétel. Legyen A : V — W egy linearis leképezés, b és ¢ bazis V-ben, d és f bazis W -
ben, R a b-rél c-re valé attérés matrixa (azaz R = [...,[¢i]p, .. .| ugyanigy, mint a linearis
transzforméciokra vonatkozé bazistranszformécios tétel esetében), S pedig a d-rél f-re valo
attérés matrixa. Ekkor

[Algje = S [Alaj .

Bizonyitds. Ugyantugy jarunk el, mint transzformaciok esetében. Legyen B : V — V., illetve
C: W — W az a linearis transzformécio, amelyre B(b;) = ¢;, illetve C(d;) = f; minden i-re,
ezek az elGirhatosagi tétel miatt léteznek. Ekkor

[Alg/e = [Clg/a [C_l]d/d [A]d/b[B]b/b[B_l]b/c )

és itt [Clg/q valamint [B~', ). a megfeleld méretd egységmatrix, [C~'qaq = S™1, végiil
[Blop = R. O



Szinguldris felbontds és pszeudoinverz 5

Legyen most mind a négy bazis ortonormélt és [A]q/, = M. Definidljuka B = A*: W — V
leképezést gy, hogy [Blp/a = M* legyen. Masodik bizonyitast adunk arra a tényre, hogy
ha méasik bazispart valasztunk, akkor a B leképezés ugyanaz marad.

Ha a fenti bazistranszformaciot végrehajtjuk, akkor M-bsl STIMR lesz, M*-bol pedig
R™'M*S (hiszen B : W — V, ezért R és S szerepe megeserélédik). Tehat azt kell
megmutatnunk, hogy ez a két métrix is egymés transzponalt konjugaltja. Tudjuk, hogy
(KN)* = N*K* tetsz6leges Osszeszorozhaté méatrixokra. Mivel a bazisaink ortonormaltak,
B és C' is unitér transzformacio, azaz S* = S~ és R* = R™. Ezért tényleg

(ST'MR)* = R*M*(S™')* = RT'M*S.
Belattuk tehat, hogy a B = A* leképezés tényleg nem filigg a valasztott ONB-t6l.

Most kicsit haladobb megjegyzést tesziink. Ha A : V' — W lineéris leképezés, akkor az A*
leképezést szokas gy értelmezni, hogy ne W-bél V-be, hanem a Hom(W, T') vektortérbdl a
Hom(V, T)-be képezzen: ha g € Hom(W,T'), akkor A*(g) = go A. Mivel g : W — T, ezért
ez a kompozici6 tényleg V-bol T-be képez.

Ez az értelmezés nemcsak euklideszi tereken mondhato el, és konnyen ellenérizhets, hogy
alkalmas béazisparban A* matrixa A matrixanak transzponaltja lesz. Ennek igazi oka az, hogy
a Hom(W,T') vektortér W-vel, a Hom(V,T') pedig V-vel izomorf. Euklideszi terek esetében
egy ilyen izomorfizmust megadhatunk a kovetkezSképpen: ha w € W, akkor ennek képe az
izomorfizmusnal az a W — T leképezés, ami tetszéleges u vektorhoz (w,u)-t rendel. Az
érdeklsds Olvaso kiszamolhatja, hogy ha ennek az izomorfizmusnak a mentén azonositjuk
W-t és Hom(W, T')-t, akkor a most definidlt A* ugyanaz a leképezés lesz, mint amit fent
bevezettiink. Azt is érdemes meggondolni, hogy ez az azonositds a w méatrixat (ami egy
oszlopvektor) azonositja annak transzponéltjaval (ami egy sorvektor, és ezért egy W — T
leképezés matrixa).

4. SZINGULARIS FELBONTAS

Az 1. Szakaszban bizonyitottakat alkalmazzuk arra az esetre, amikor B = A*. Feltessziik,
hogy A : V — W linearis leképezés, ahol V' és W euklideszi terek.

4.1. Allitas. AA* és A*A is énadjungilt, és sajatértékeik nemnegativ valés szamok.
(Vagyis e leképezések matrixahoz tartozé kvadratikus alak pozitiv szemidefinit.)
Bizonyitas. Nyilvan (AA*)* = (A*)*A* = AA*. Legyen AA*(v) = A\v. Ekkor
JA @) = (A*(0), A*(0) = (v, AA"()) = (v, \0) = Aol
Ha v # 0, akkor A nemnegativ valds, hiszen két nemnegativ valés szam hényadosa. ([l

Tanultuk, hogy minden onadjungalt transzformacié normalis, és ezért ortonormalt ba-
zisban diagonalizalhato, s6t azt is, hogy az onadjungalt transzformaciok pontosan azok a
normélis transzforméciok, amelyeknek minden sajatértéke valos. A fenti allitas tehat annyi
tobbletet ad, hogy most a sajatértékek nem lehetnek negativak.

Legyen A > 0 sajatértéke A* A-nak, és V), C V a hozza tartozo sajataltér. Az 1. Szakaszban
bizonyitottakat az f(x) = x — A polinomra alkalmazva azt kapjuk, hogy a V) altér A-nél vett
A(Vy) = {A(v) : v e V)} képe éppen AA*-nak a \-hoz tartozo sajataltere, és A, valamint
A* is bijekci6 e két altér kozott. Valasszunk egy b ONB-t V)-ban. Ekkor

(A(bi), A(by)) = (bi, A"A(by)) = (bi, Abj) = A(bs, bj) .
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Ezért a d; = (1/\/X)A(b,) vektorok ONB-t alkotnak A(V))-ban.

Mivel A*A normalis, a sajatalterei paronként ortogonalisak, és direkt Osszegiik V. Va-
lasszunk ONB-ket ezekben a sajatalterekben. A kapott vektorok egyiitt V-nek ortonormalt
béazisat alkotjak, hiszen a sajatalterek paronként merdlegesek, jeloljiik ezt is b-vel. Mivel
AA* is normaélis, ennek a sajatalterei is paronként merdlegesek. Ezért a fent definialt d;
vektorok is ortonormalt rendszert alkotnak.

Legyen most V az A*A nulldhoz tartozo sajataltere, azaz a magtere. Ha v € Vj, akkor
0= (v, A*A(v)) = (A(v), A(v)), ahonnan A(v) = 0. Ezért a b bazisnak az Vj-ba es6 vektorai
nullaba képzédnek. (Ezzel belattuk, hogy Ker A = Ker A*A.)

Vegyiink egy tetsz6leges ONB-t Ker AA* = Ker A*-ban, és tegyiik hozza az elemeit a fent
definélt d; vektorokhoz, igy W-ben is kapunk egy d ONB-t. A konstrukcionk szerint [A]q/p
diagonalis, a féatloban az Vi-beli vektorokhoz tartozoé oszlopokban v/ &ll, a Ker(A*A)-hoz
tartozo oszlopokban pedig nulla. Ezzel belattuk a szingularis érték tétel kovetkezs valtozatat.

4.2. Tétel. Legyen A : V — W linedris transzformécio két (komplex vagy valos) euklideszi
tér kozott. Ekkor létezik olyan b ONB V-ben, és olyan d ONB W-ben, hogy a D = [Ala
matrix diagonalis (de nem feltétleniil négyzetes). A D féatlojaban szereplé nem nulla szé-
mok pozitiv valésak, és az A*A transzformacié sajatértékeinek négyzetgyokei, ugyanakkora
multiplicitassal, mint amilyennel A* A-ban szerepelnek. Ugyanez igaz A* A helyett AA*-ra is.
A b bazis vektorai sajatvektorai A*A-nak, a d bazis vektorai pedig sajatvektorai AA*-nak.

Ha valos euklideszi térben dolgozunk, akkor AAT és AT A is szimmetrikus transzforméciok,
tehat a fétengely-tétel miatt valos térben is diagonalizalhatok. A fenti bizonyitas tehat
ugyanugy miikodik.

A D féatlojaban szerepld szamokat A szingularis értékeinek nevezziik. Ezek tehat a
nulla kivételével egyértelmtien meghatarozottak, mint AA* (vagy akar A*A) sajatértékeinek
nemnegativ négyzetgyokei. Az AA* sajatvektorait bal szingularis vektoroknak, az A*A sa-
jatvektorait pedig jobb szingularis vektoroknak hivjuk. A bal és jobb szavak értelmét a tétel
méatrixos valtozata arulja el.

4.3. Tétel. Legyen M komplex elemii matrix. Ekkor léteznek olyan R és S unitér matrixok,
hogy A = SDR*, ahol D (nem feltétleniil négyzetes) diagonélis matrix. Az S maétrix oszlopali
bal-, az R oszlopai jobb szingularis vektorai M-nek. A D féatlojaban szereplé nem nulla
szamok pozitiv valosak, és az M* M matrix sajatértékeinek négyzetgyokei, ugyanakkora mul-
tiplicitassal, mint amilyennel M*M-ben szerepelnek. Ugyanez igaz M*M helyett M M*-ra
is. Ha M valés matrix, akkor R és S is valaszthato valds, ortogonalis matrixnak.

Bizonyitds. Legyen M € C™*™. Definidljuk az A : C™ — C" leképezést az A(v) = Mwv
képlettel. Alkalmazzuk erre a leképezésre az el6z6 tételt, majd a bazistranszformécio 3.3. Té-
telét, ahol R az attérés matrixa C™ szokéasos bazisarol b-re, S pedig C" szokasos bazisarol
d-re. Mivel A matrixa a szokasos béazisparban M, azt kapjuk, hogy D = [Alqp = ST'MR.
Atrendezéssel M = SDR™!. Itt R oszlopvektorai a b-beli vektorok, amik valéban sajatvek-
torai A*A-nak, tehat jobb oldali szingularis vektorok. Hasonl6an S oszlopai bal szingularis
vektorok. Az R és S unitér matrixok, hiszen a megfelels transzformaciok ONB-t ONB-be
visznek. Specidlisan R* = R~!. A valos esetben valos euklideszi térben dolgozva ortogonalis
méatrixokat kapunk. ([l

Az eddigiek egy kovetkezményét is érdemes megfogalmazni.



Szinguldris felbontds és pszeudoinverz 7

4.4. Kévetkezmény. Legyen A : V — W linearis transzformacio két (komplex vagy valés)
euklideszi tér kézott. Ekkor Im A = (Ker A*)t, Im A* = (Ker A)t, és A, valamint A* is
bijektiv e két altér kozott.

Ez azért kovetkezik a fenti tételbsl, mert Ker(A) = Ker(A*A) ortogonalis kiegészits al-
tere éppen A*A nem nulla sajataltereinek 6sszege. Most adunk erre a kovetkezményre egy
kozvetlen bizonyitést is.

Sztkitsiik le az A* leképezést Im(A)-ra. Korabban lattuk, hogy ha A*A(u) = 0, akkor
A(u) = 0. Ezért ez a lesziikités injektiv leképezés, azaz dimIm(A*) > dimIm(A). Meg-
cserélve A és A* szerepét azt kapjuk, hogy a két képtér egyenlsd dimenzids, és A és A* is
bijektiven hat kozottiik. A dimenzidtétel miatt

dim(Ker A*)* = dim W — dim Ker A* = dimIm A* = dimIm A.
Viszont Im A C (Ker A*)*, mert ha w € Ker A*, akkor (A(v), w) = (v, A*(w)) = 0 minden

P

5. GEOMETRIAI INTERPRETACIO

Ha V euklideszi tér, akkor az 1 normaju vektorok a V egységgdombjét alkotjak. Egy
AV — W linearis leképezésnél ennek képe a W tér egy ellipszoidja lesz, az A nem nulla
szingularis értékei pedig az ellipszoid féltengelyeinek a hosszat adjak meg.

Valoban, legyen A(b;) = u;d;, ahol 1 < i < m esetén u; # 0, ha pedig i > m, akkor p; = 0.
Ha v = > \ibi, ahol D" |\;|? < 1, akkor A(v) = 0", Nipd,;. Vagyis az egységgoly6 képe
azokbol a w = Y"1 | v;d; € W vektorokbdl all, melyekre Y |v;/p;|* < 1.

A Y |vi/ui|> = 1 egyenlet egy ellipszoidot ad, melynek (paronként merdleges) tengelyei
by, ..., by, a féltengelyek hossza pedig pq,...,un. Ha egyik p; sem nulla, akkor a fenti
levezetésben < helyett egyenlGséget irhatunk, és a gombfelszin képe ez az ellipszoid lesz.
Altalaban csak annyit allithatunk, hogy az egységgolyo képe ennek az ellipszoidnak a hatéarat
és belsejét adja. Példaul ha A a térben az xy-sikra valé merdleges vetités, akkor a térbeli
egységgdmbhéj képe az xy-sikon nemcsak az egységkort, hanem annak belsejét is kitolti.

6. POLARIS FELBONTAS

Minden z komplex szém felirhatd re alakban, ahol r nemnegativ valés, € pedig 1 abszolit
értékd. Itt r a z abszolut értéke. Ezt altalanositja a kovetkezd tétel.

6.1. Tétel. Legyen A linearis transzformacié egy euklideszi téren. Ekkor A felirhaté BU
alakban, ahol B énadjungalt, pozitiv szemidefinit, U pedig unitér transzformacio.

(Szokds a B = |A| jelolés.) Az allitas kovetkezik a szingularis felbontési tételbsl: ha
A = SDR*, akkor legyen B = SDS* és U = SR*. Kozvetleniil is igazolhato a tétel, ha B-t
az AA* négyzetgyokének valasztjuk.

7. A MOORE-PENROSE-FELE PSZEUDOINVERZ

Az el6z6 szakasz eredményei alapjan egy A : V' — W linearis leképezést a kovetkezSképpen
probalhatunk meg ,invertalni”. A 4.4. Kévetkezmény szerint A bijektiven hat Im A* és Im A
kozott, ezért az Im A altéren vehetjiik A inverzét gy, hogy az eredmény Im A*-ba képzsdjon.
A Ker A* altér vektorait vigyiik nullaba. Mivel Im A és Ker A* egymas ortogonalis kiegé-
szitG alterei, igy egyértelmtien definidltunk egy AT : W — V leképezést. Ezt nevezziik az
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A leképezés Moore—Penrose-féle pszeudoinverzének. Meg fogjuk latni, miért hasznos
ezt tekinteni, el6bb azonban jellemezziik a fogalmat.

7.1. Tétel. Legyen A : V. — W, és b valamint d olyan ONB V -ben, illetve W-ben, amit
a 4.2. Szingularis Felbontéasi Tétel eredményez. Ha A(b;) = p;d;, ahol p; # 0, akkor legyen
B(d;) = (1/u;)b;, a tobbi d; vektort pedig képezze B nulliba. Ekkor
(1) B a pszeudoinverze A-nak, azaz B = A*.
(2) Hav € V, akkor AT A(v) a v vektor meréleges vetiilete az Im(A*) = (Ker A)* altérre,
és AATA(v) = A(v).
(3) Haw € W, akkor AA*(w) a w merdleges vetiilete az Im(A) = (Ker A*)* altérre, és
ATAAT (w) = At (w).

Bizonyitds. Legyen A(b;) = ud;, ahol 1 < i < m esetén u; # 0, ha pedig i > m, akkor
w; = 0. Ekkor 1 < i < m esetén A*(d;) = p;b;, ha pedig i > m, akkor A*(d;) = 0. Tehat
Im A-t dy,...,d,,, Im A*-ot pedig b,...b,, generdlja. Ezért a B leképezés tényleg inverze
A-nak e két altér kozott, és az inverz egyértelmiisége miatt megegyezik A*-szal minden olyan
d; vektoron, ahol i < m. Ha viszont ¢ > m, akkor mind A", mind B nulldba viszi d;-t és
ezért AT = B.

[rjuk 5l v-t 3 B;b; alakban. Ekkor A(v) = S°7 Biud;, hiszen i > m esetén A(b;) = 0.
Ezért ATA(v) = >, Bib;, ami tényleg v vetiilete a by, ..., b, altal generalt Im A* altérre.

Legyen w = Y d;d;. Mivel ¢ > m esetén AT(d;) = 0, ezért AAT(w) = Y ", 0;d;, ami w
vetiilete a dy, ..., d, altal generalt Im(A) altérre. O

A leképezések métrixait véve a kovetkezot kapjuk.

7.2. Kévetkezmény. Ha az M matrix szingularis felbontasa SDR™', akkor AT = RD'S1,
ahol a D' matrix tigy kaphaté a (diagonalis) DT matrixbol, hogy a nem nulla elemeinek
reciprokat vessziik, a tobbi elem helyén pedig meghagyjuk a nullat.

Megjegyezziik, hogy az M matrix pszeudoinverze az (M*M + aE)~'M* méatrixok ha-
tarértéke, ha o tart a nulldhoz. Ezt az allitast is konnyd ellenérizni a most hasznalt d;
bézisvektorokon.

7.3. Tétel. Legyen Mx = w linearis egyenletrendszer és v = M T w.

(1) Ha az egyenletrendszer megoldhaté, akkor v az a megoldas, amelynek a norméja a
lehetd legkisebb.

(2) Ha az egyenletrendszer nem oldhat6 meg, akkor v az a vektor, amelyre Mv a lehetd
legkézelebb van w-hez (vagyis a legkisebb hibaval ,oldja meg” az egyenletrendszert).

Bizonyitds. Ha Mx = w, akkor a 7.1. Tétel szerint Mv = Mx = w, tovabba v az x merdleges
vetiilete egy altérre, és ezért ||v|| < ||z|| (a v-t Ggy kapjuk, hogy az = vektor b bazisban felirt
koordinatavektoranak néhany komponensét kinullazzuk).

A lehetséges megoldéasok tere az Mz alaku vektorok halmaza. A 7.1. Tétel utolso allitasa
azt mondja, hogy Mv a w mer6leges vetiilete erre az altérre, vagyis a w-hez legkdzelebbi
vektor azok koziil, amelyekre az egyenletrendszer megoldhat6 (tehat |[Mz — wl| az © = v
helyen lesz minimalis). O
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