1. Alterek direkt Osszege

Egyértelmi feliras 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V' vektortérben.

Ekkor U + W elemeinek u + w (v € U, w € W) alaku f6lirasa akkor és csak
akkor egyértelmd, ha UNW = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik 61, hogy UNW = {0}. Ha wu; + w; = ug + way, ahol uj,us € U,
wy,wy € W, akkor u; — us = wo — wy.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat

up —ug = wy —wy € UNW = {0}, azaz u; —us = wy — wy = 0.

Innen u; = ug és w1 = wy, tehat a folirds egyértelmdd.

Megforditva, ha 0 # v € UNW, akkor v = 0+v = v+0 két kiilonboz6, megfelels
foliras, igy ez nem egyértelmi. O

Direkt Osszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)

Legyenek U és W alterek a V' vektortérben.

Ha az U + W elemeinek u + w (v € U, w € W) alaku folirésa egyértelmi, azaz
ha UNV = {0}, akkor U + W az U és W direkt isszege, jele U & W.

A sik barmely két kiillonbozd, origot tartalmazo egyenes direkt Osszege.

U egy sik a térben, ami az origét tartalmazza. W egy origdn dtmend egyenes,
ami nem része U-nak. Ekkor a tér U & W.

U azon polinomok, melyekben minden tag foka paros. W azon polinomok,
melyekben minden tag foka péaratlan. Ekkor T[z] = U @& W.

A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és UNW = {0}.
Ha bq,...,b, bazis U-ban és cq,...,c,, bazis W-ben,

akkor by,...,b,,c1,..., ¢y bazis U @ W-ben.
Kovetkezmeény: dim(U @ W) = dimU + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha u+w € U + W (ahol u € U, w € W),

akkor u = Aby 4+ ...+ Apby €8s w = picy + ..o+ UmCm, és igy
u+w=Ab +...4+ by + 101 + ... + UmCm-

Fiiggetlen: Ha A1b1 + ... + Apby + p1c1 + - .- + e = 0,

akkor A\iby + ...+ A\pby = — (101 + ... + pmem) € UNW = {0},

azaz A\b1 + ...+ A\pby =065 pic1 4+ ...+ pmem = 0.

Mivel by, ...,0b, figgetlen, ezért \y = ... =\, =0.

Mivel ¢y, ..., ¢, fliggetlen, ezért gy = ... = p, = 0. O




Direkt kiegészits altér

Definicio
Tegyiik 61, hogy U, W alterek V-ben és U @ W = V. Ekkor W az U (egyik)
direkt kiegészitd altere.

Allitas
Minden altérnek van direkt kiegészits altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben

Legyen U altér V-ben és by,...,b, bazis U-ban.

Ezt egészitstik ki a ¢y ..., ¢, vektorokkal V' egy bazisava.

Megtehets: minden fiiggetlen rendszer kiegészithets béazissa.

Legyen W = (¢1,...,¢m). Ekkor V=U @ W.

A bizonyitas hasonlo az el6z6 tételéhez: HE. O

Ortogonalis kiegészits altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H+ jelsli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merdlegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H a H ortogondlis kiegészitd altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)
Minden U altérre V = U @ U+. Azaz V minden eleme egyértelmten felirhat6
egy U-beli és egy U-ra meréleges vektor 0sszegeként.

Bizonyitas
Nyilvan v € UNU esetén (v,v) = 0. Innen v = 0, tehat UNUL = {0}.
Kell még: U+ U+ =V,

Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ...,b,, ortonormélt bézis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b1 + ... + (b, V)bs. A Gram-Schmidt-
eljarasban lattuk, hogy w = v — u mer6leges mindegyik b;-re, és ezért az Osszes
linearis kombinaciikra is. Igy w € UL, és v € U miatt v = u + w a kivant
felbontés. O

Az u-t a v vektor U-ra vett merdleges vetiiletének hivjuk.
Megjegyzés: Egészitsiik ki by, ..., b,-et a Gram—Schmidt-eljarassal
V egy b1,...,b, ortonormalt bazisava.

Ekkor Ut a by,41,...,b, altal generalt altér (HF).

F8.1.9. Feladat (HF)
(UH*E =U, (UnU)* = U +Us, (Uy + Uz)*t = Ui NUS .



2. Invarians altér és blokkfelbontéas

Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)
AW <V altér az A € Hom(V') transzforméacionak invaridns altere, ha minden
w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bdl vektort kivinni.

Allitas (F8.4.3. Tétel)
Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W altér A*-invarians.

Bizonyitas

Legyen v € W+, be kell 1atni, hogy A*(v) € W+. Ez azt jelenti, hogy A*(v)
mer6leges minden W-belire, azaz tetszSleges w € W-re (w, A*(v)) = 0. Ez igaz,
mert (w, A*(v)) = (A(w),v) = 0, hiszen A(w) € W és v € W, O

Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ...,b, bazis a V vektortérben, U a by,...,b,, és W a byyq1,...,0,
altal generalt altér. Ekkor V.= U @& W. Legyen A € Hom(V). Az U é&s W
alterek pontosan akkor A-invaridnsak, ha

(Al = [52 OLl] ;

ahol a K blokk m x m-es, az L blokk (n—m) x (n—m)-es, az Oy és Oy matrixok
pedig csupa nullabol allnak.

Tlyenkor az A leképezés megszorithato U-ra,
és a megszoritds matrixa a by, ..., by, bazisban K.
Hasonléan A megszorithaté W-re, és ennek matrixa b,,41, ..., b,-ben L.

Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas

Legyen bi,...,b, bazis, melyben A matrixa diagonélis. Azaz mindegyik b;
sajatvektor: A(b;) = A;b;. Ekkor a A = Aj-hez tartozo6 sajatalteret azok a by-k
generaljak, amelyekre A\, = A. Ha by,...,b, ortonormalt, akkor A sajatalterei

péaronként merdlegesek.

Bizonyitas

Legyen v = p1by + ... + ppby,. Ekkor

és A\v = p1Aby + ... 4 pupAby,.

Tehat A(v) = Av akkor és csak akkor, ha puj = 0 minden k-ra, melyre g # A.
Ha a bazis ortonormalt, akkor a bézis két diszjunkt részhalmaza két merdleges
alteret general (HF). O




3. Szép alak komplex felett

A f6 eredmény
V komplex feletti véges dimenzios vektortér és A € Hom(V).
Emlékeztets: Az A normadalis transzformacié, ha AA* = A*A.

Tétel (F8.5.2. Tétel, F8.5.8. Feladat)

Az A pontosan akkor diagonalizalhato ortonormdlt bazisban, ha normaélis.
Ekkor A sajatalterei paronként merélegesek, és V' ezeknek a direkt Osszege.
Ugyanezek A* sajatalterei is, és a sajatértékek az A megfelel§ sajatértékeinek
konjugaltjai.

A trivialis irany bizonyitasa

Az A* matrixa az [A]p transzponalt konjugaltja. Ha [A], diagonélis, akkor a
transzponéalt konjugaltja is. Diagonélis matrixok felcserélhetdk, igy A és A* is.
Az el6z6 Allitas miatt A sajatalterei paronként merclegesek.

HEF: Ha [A]p diagonalis, akkor A és A* sajatalterei ugyanazok.

Az adjungalt sajatvektorai

Lemma (a bizonyitas kulcsa)

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A és A(w) = Mw. Ekkor A*(w) = \w.

Bizonyitas

Belatjuk, hogy [|A*(w) — Aw|| = 0 (ekkor tehat A*(w) — Aw = 0.)

1A% (w) — dw|[* = (A*(w) — Aw, A*(w) — Aw) =

= (A*(w), A*(w)) — MA* (w), w) — Mw, A*(w)) + A (w, w).

Az adjungalt skaléris szorzattal valo jellemzése miatt

(A*(w), w) = (w, A(w)) = {(w, \w) = Mw,w) és

{w, A%(w)) = (A(w), w) = (\w, w) = Aw, w).

Tudjuk, hogy AA* = A* A, ezért

(A% (1), A%(w)) = (1w, AA*(w)) = (w, A* A(w)) = (A(w), Aw)),

ami (Aw, Aw) = A (w, w). Osszevonva minden kiesik. O

Normalis transzformaciok sajatalterei

Kovetkezmény
Legyen W az A-nak a A sajatértékhez tartozo sajitaltere. Ha AA* = A*A,
akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas

Jelolje U az A* transzformécié A\-hoz tartozo sajatalterét.

A Lemma miatt W C U. A lemméat A helyett A*-ra

és A helyett A\-ra alkalmazva kapjuk, hogy U C W. O



Hazi feladat

Mutassuk meg, hogy ha A és B komplex folotti linearis transzformaciok, és
AB = BA, akkor A minden sajataltere B-invarians, és ezért van kozos sajat-
vektoruk.

A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A. Indukciéval bizonyitunk dim(V') szerint.
1-dimenzidoban igaz. Az algebra alaptétele miatt C-ben van A sajatértéke A-nak.
Legyen W a hozza tartozo sajataltér (igy W # 0). Az el6bbi Kovetkezmény mi-
att W sajataltere A*-nak is, ezért W egyszerre A-invaridns és A*-invarians.
Emiatt W+ A*-invariéns és (A*)* = A-invarians.

Aés A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetdk, mert a

(wr, A*(w2)) = (A(uw), ws) 65 A(A*(w)) = A" (A(w))

azonossagok a W+ altér vektoraira is 6roklgdnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V). Az indukciés
feltevés miatt van W--ban byy1,...,b, ONB, mely A sajatvektoraibol all. Le-
gyen by, ..., by ONB W-ben. Ekkor by,...,b, ONB V-ben, mert W ortogonélis
W-re, és V. =W @ W+, Ez a bazis A sajatvektoraibol all. O

Felsé haromszogmatrix alak

Tétel (F8.5.15. Feladat)
Komplex fol6tt minden A € Hom (V') transzformacié méatrixa alkalmas ortonor-
madlt bazisban fels6 haromszogmatrix.

Bizonyitasvazlat

Legyen b,, nem nulla sajatvektora A*-nak.

Ekkor a b, altal generélt altér A*-invarians, ezért a W ortogonélis komplemen-
ter altere (A*)* = A-invaridns. Az indukcios feltevés miatt W-ben van egy

b1,...,bp—1 ONB, amelyben az A (W-re vett megszoritasanak) méatrixa fels
haromszogmatrix. Ekkor by,...,b, ortonormalt rendszer, ezért fliggetlen, igy
bézis V-ben. Norméljuk b,-et. HF: A kapott bazisban A méatrixa fels6 harom-
SZOgmMAatrix. O

4. Szép alak valos felett

A fétengelytétel bizonyitasa

Mar lattuk, hogy ha A diagonalizalhato, akkor szimmetrikus.

Megforditva: tegyiik f6l, hogy A szimmetrikus, azaz A* = A. Legyen b ONB
és M = [A]p, ekkor M szimmetrikus matrix. Mivel M valds métrix, ezért
onadjungalt. Bizonyitottuk kordbban, hogy ilyenkor a komplex sajatértékek
mind valésak. Tehat M karakterisztikus polinomjanak gyokei valdsak, és igy
A-nak is van egy A valds sajatértéke. Ha v ehhez tartozo sajatvektor, és W az
altala generalt altér, akkor W A-invarians, ezért W A* = A-invaridns. Ezért
hasonlé indukcié mikddik, mint normélis transzformacidkra.



Megjegyzés: Mivel M normalis, komplexben diagonalizalhato.
Minden sajatérték valds, ezért van hozza valds sajatvektor is.

Azt igazoltuk, hogy van ,elegendd” ortonormdlt valds sajatvektor.
HF: A= A% Av = v, Aw = pw = A= p vagy v L w.

A fétengelytétel elnevezés magyarazata

Miért nevezziik az elbbi eredményt fétengelytételnek?

Tekintsiik az x2 + 2y?> = 1 egyenletd ellipszist a sikon. A két tengely a két
koordinéatatengely, igy merdlegesek. A fenti egyenletet atirhatjuk skalaris szorzat
segitségével.

z 1 0 0 T
Legyenv= [y| és M = [0 2 0|, ekkor Mv = | 2y |,
1 00 -1 -1

és igy 0 = 22 +2y?> — 1 = (v, Mv). A két tengelyirany éppen M két sajat-
vektordnak felel meg. Hasonléan felirhatunk minden mdsodfoki sikgorbét, és a
tengelyeket a matrix sajatvektoraiként kapjuk. Mer6legesek, mert a matrixot
szimmetrikusnak valaszthatjuk! Jobb az 22 + 2y? = 22 egyenletet nézni: ez egy
kup. Az ellipszist ebbdl a z = 1 sik metszi ki.

5. A tehetetlenségi tétel bizonyitasa™

A tehetetlenségi tétel*

F7.2.6. Sylvester tehetetlenségi tétele

Legyen B valosban szimmetrikus, komplexben Hermite-féle bilinearis fiiggvény.
Barhogy vesziink egy B-ortogondlis bazist, az ebben felirt métrix f6atlojaban
szerepld pozitiv, nulla és negativ elemek szama csak B-t6l fiigg, a bazistol nem.

Bizonyitas

Elég belatni, hogy a porzitiv elemek szama nem fiigg a bézistol. Ezt ugyanis
—B-re alkalmazva kapjuk, hogy a negativ elemek szdma sem fiigg a bazistol.
A nulldk szamét a féatloban pedig ugy kapjuk, hogy a pozitiv és a negativ
elemek szdmat kivonjuk a tér dimenzi6jabol, tehat akkor a nulldk szdma sem
fiigg a bazistol.



Lemma a tehetetlenségi tételhez*

Lemma

Legyen vy, ..., vg és wy, ..., wy két fliggetlen, B-ortogonélis vektorrendszer. Te-
gyiik fol, hogy B(vi,v;) > 0 és B(w;,w;) < 0 minden ¢, j-re. Ekkor ezek a
vektorok egyiitt is fiiggetlenek.

Bizonyitas
Tegyiik {6, hogy > z;v; + > y;w; = 0 (ahol z;, y; skalarok).
Legyen v =) x;v; és w = ) y;w;, ekkor v = —w. Innen

B(v,v) =Y B(v;,v;)|z;|* > 0
B(w,w) = 32 B(wj,wj)|y:|> <0.
De B(v,v) = B(—w, —w) = B(w,w), igy mindkét sszeg nulla.
Mivel B(v;,v;) > 0, ez csak ugy lehet, ha 1 = ... =z, = 0.
Ezért ) y,w; = 0, igy a fiiggetlenség miatt minden y; = 0. O

A tehetetlenségi tétel bizonyitasa*

Tegyiik f6l, hogy adott két B-ortogonalis bazis. Legyen n = dim(V'), tovabba
M, és My a B métrixa az elsg, illetve a masodik bazisban. Jelolje kq, illetve ko
rendre az My, illetve M, f6atlojaban a pozitiv elemek szaméat. Be kell latni,
hOgy k1 = ko.

Az M, f6atléojaban nyilvan n — k; nempozitiv elem van. Legyenek v1,..., v, az
els6 bazisbol azok a vektorok, melyekre B(v;,v;) > 0 (ezek szama tehat k1),
tovabba wy, ..., w,_k, a masodik bazisbol azok a vektorok,

melyekre B(w;,w;) < 0 (ezek szdma n — k»).
A lemma miatt ezek egyiitt is fliggetlenek, igy k1 + (n — ko) < dim(V) = n,
ahonnan ki < ko. A két béazist megcserélve ko < k. O

Szingularisérték-felbontas*
Legyenek V és W euklideszi terek és A € Hom(V, W). Ekkor V egységgémb-
jét A a W tér egy E ellipszoidjara képzi. Valoban:

Létezik olyan b ONB V-ben, és olyan d ONB W-ben, hogy a D = [A]q4/1, matrix
diagonélis (de nem feltétleniil négyzetes).

A D fsatlojaban szerepls szamok A szinguldris értékei, ezek komplex terek ese-
tén is nemnegativ valos szamok. A pozitiv szingularis értékek az E féltengelye-
inek hosszai. Méatrixosan:

Legyen M komplex elemd matrix. Ekkor 1éteznek olyan R és .S unitér matrixok,
hogy A = SDR*, ahol D diagonalis matrix. Ha M valds, akkor R és S is
véalaszthato valos, ortogonalis méatrixnak.

Az S métrix oszlopai bal-, az R oszlopai jobb szinguldris vektorai M-nek. Ezek
MM*, illetve M*M sajatvektorai, a szinguléris értékek pedig a megfelels sa-
jatértékek négyzetgyokei.



6. Osszefoglald

A 9. eldadashoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak
Alterek direkt Osszege. Direkt és ortogonalis kiegészitG altér. Invarians altér.
Szingularis érték és vektor*.

Tételek

A direkt Osszeg jellemzése a felirds egyértelmiségével. A direkt Gsszeg béazisa
és dimenzi6ja. Direkt és ortogonalis kiegészits altér létezése. Invaridns alte-
rek és matrixok blokkfelbontasa. Ha W A-invarians, akkor W+ A*-invarians.
Normalis transzforméacio sajatalterei. Szingularisérték-felbontasi tétel*.

Irodalom a szingulérisérték-felbontéshoz:
https://algebra.elte.hu/wp-content/uploads/2024/02/szingularis4.pdf


https://algebra.elte.hu/wp-content/uploads/2024/02/szingularis4.pdf
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