1. Az euklideszi terek geometriaja

Bazishoz tartozo skalaris szorzat

Emékeztetd
A1 H1

Az R" vektortérbeli v = A2 és w = 2 vektorok skaldris szorzata
An 220

A + Aapis + .o+ Appin. Jele (v, w).
(v,w) = vT'w, azaz mdtrizszorzdssal is felirhato.

Freud, 8.1.1. Definicié

Legyen V vektortér R {6lott és by, ..., b, bazis V-ben.

Hav=MAb1+...+ by és w = p1b1 + ... + upb,, akkor
(v,w) = Apr + ..+ Apfin

aby,...,b, bdzishoz tartozo skaldris szorzat.

A fenti R"-ben a szokdsos bdzishoz tartozo skalaris szorzat.

Euklideszi tér

F8.1.3. Definicio
Legyen V véges dimenzios vektortér R f6lott. A kétvaltozos (v, w) — (v,w) € R
fiiggvény (absztrakt) skaldris szorzat, ha tetszéleges u,v,w € V és A € R esetén

@) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).
(2) (M, w) = Mo, w).

(
@ (w,u+v) = (w,u) + (w, v).
(

(

4) (w, \v) = Mw,v).

5)

(6) (v,v) >0¢és (v,v) =0 <= v =0 (pozitiv definit).

v,w) = (w,v) (szimmetrikus).

Fuklideszi tér: skalaris szorzattal ellatott vektortér.

(1) és (2) egyiittes neve: az elsd vdltozéban linedris (vagyis A(v) = (v, w) lineéris
leképezés minden rogzitett w-re).

Hossz, tavolsag

Allitas

Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti az el6z6 definiciéban felsorolt
hat tulajdonsagot.

Bizonyitas
Az (1)-(5) igazolasa HE. A (6) azért igaz, mert (v,v) = A\ + ...+ A2 > 0,
kivéve ha mindegyik \; =0. O

Belatjuk majd, hogy minden skaléris szorzat bazishoz tartozik.



A tovabbiakban V euklideszi tér R folott és u,v,w € V.

Freud, 8.2.1. és 8.2.4 Definicid
A v normdja vagy hossza ||v]| = \/(v,v). A v és w tdvolsdga ||v — w||.

Szog, haromszog-egyenlétlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definici6

Legyen V euklideszi tér R f6l6tt, és v,w € V. A v, w nem nulla vektorok szdgén
azt a 0 < o < 180° szoget értjiik, amelyre (v, w) = ||v]|||w]| cos a.

v merdleges (ortogondlis) w-re, ha (v,w) = 0. Jele v L w.

F8.2.8. Cauchy—Bunyakovszkij—Schwartz-egyenlStlenség

[{(v, w)| < ||v||||w]], és egyenlSség pontosan akkor &ll; ha v és w parhuzamos, azaz
linearisan Osszefiiggs. (Emiatt két vektor szoge értelmes, mert —1 < cosar < 1
jon ki.)

F8.2.2. Hairomszo6g-egyenlGtlenség
lv+w| < |lv||+]wl]|, és egyenlség pontosan akkor all, ha v és w egyike a masik
nemnegativ valds szamszorosa.

A CBS-egyenlégtlenség bizonyitasa
Allitas
Haa > 0, akkor az ax?+br+c € R[] polinom pontosan akkor vesz 6] mindeniitt

nemnegativ értéket, ha b? —4ac < 0. Ha ez teljesiil, akkor ax? + bz + ¢ = 0 csak
agy lehetséges valamilyen z € R-re, ha b? — 4ac = 0.

Bizonyitas: Teljes négyzetté vald kiegészitéssel:
am2+bx+c:a(x+(b/2a))2— (b2 — 4ac) /4a. O
A CBS-egyenlégtlenség bizonyitasa

Ha v = 0, akkor az allitas igaz. Tetsz6leges x € R esetén

0 < (zv 4+ w,zv + w) = 2%(v,v) + 22(v, w) + (w, w).

Ez z-ben masodfoka polinom, melynek a fGegyiitthatoja pozitiv.

Igy (2<v7w>)2 < 4{v,v){w,w). Négyzetgyokvonassal kész.

A bizonyitasok folytatasa

CBS-egyenloség
Ha (2<v,w>)2 = 4({v,v){w,w), akkor a fenti masodfoku egyenletnek létezik egy
valos A\ gyoke. Erre (Av 4+ w, A\v + w) = 0, azaz Av +w = 0. O



Haromszog-egyenlGtlenség

Mivel mindkét oldal nemnegativ, elég a négyzetét belatni.

(v,v) + 2(v, w) + (w,w) = (v +w,v +w) = ||v+wl|?

(v, o)+ 2o ]+ (e, w) = o2+ 2ol ]+ [w]]? = (o] +[ew])?
A CBS-egyenl6tlenség miatt ||[v + wl|? < (|lv]| + [|Jw]])?.
Egyenl6ség akkor all, ha (v, w) = |(v,w)|, vagyis (v, w) >0

és a CBS-ben egyenl@ség van.

Azaz w = — v, tovabba 0 < (v, w) = (v, —\v) = —=A(v,v),

ami azzal ekvivalens, hogy —\ > 0.

2. Ortogonalitas

Ortonormalt bazis

F8.1.4. Definicié

Normalt vektor: hossza 1. A v vektor ,normaltja” v/||v]|.
Ortogondlis vektorrendszer: barmely két eleme ortogonélis.
Ortonormdlt vektorrendszer: ortogonalis, elemei normaltak.

Tétel
Tegyiik f6l, hogy b1, ..., b, ortonormalt bazis.
Ekkor minden v-re v = (by,v)by + ...+ (bn, v)by.

Azaz a koordinatak kiszamitasdhoz nem kell egyenletrendszer!

Bizonyitas
Ha v = A1 + ... + Apby,, akkor (bj,v) = > 1 _; Ae(bj,bi) = Aj,
hiszen k # j-re (bj,b) =0, és (bj, b;) = [|b;]|? = 1.

Ortonormalt rendszer filiggetlen

F8.1.2. Feladat
Nem nulla vektorokbdl all6 ortogonalis rendszer fiiggetlen.

Bizonyitas

Legyen v1, ..., vy, ilyen rendszer és Adjvy + ... + Ap v = 0. A v;-vel skalarisan
szorozva 0 = D" Ap(vg,vj) = X;{v;,v;), hiszen k # jre (vg,v;) = 0 az

ortogonalitas miatt. Mivel v; # 0, ezért (v;,v;) # 0, és igy A; = 0.
Igy minden dim V elemszamt ortonormalt rendszer bazis.

Tétel (Gram—Schmidt-ortogonalizacio)

Minden ortonormalt rendszer kib&vithets ortonormaélt bézissa. Specidlisan min-

den euklideszi térben van ortonormalt bézis.



A Gram-—Schmidt-modszer

Gram—Schmidt-ortogonalizacié (Freud, 202. oldal)
Tegyiik f6l, hogy b1, ..., b,, ortonormalt rendszer,

és a v vektor nincs benne a by, ..., b,, altal generalt altérben.

Legyen w = v — (by,v)b1 — ... — (b, v) by,

ekkor w ortogonélis by, ..., b, mindegyikére (HF).

Igy ha by, 1 = w/|lw||, akkor by, ..., by ortonormalt.

Tlyenkor ||w|| a v pont tdvolsdga a (by, ..., by,) altértsl.

Allitas

Ha by, ..., b ortonormalt bazis, akkor a hozz4 tartozo6 skalaris szorzat ugyanaz,

mint a tér eredeti skalaris szorzata. Vagyis minden skalaris szorzat tényleg
bézisbol szarmazik.

Valéban: ha v = A1by + ... + A\pby €8s w = p1by + ... + pnby,
akkor (v, w) =37, Ajuk (b, br) = D25 Ajh;. N

Példa a Gram—Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbol, melyek koordinatainak dsszege nulla.
(Tipografiai okokbol sorvektorokat irunk.) Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és by = (1/v/2)(0,0,1,—1) € W ortonormélt
rendszert W egy ortonormalt bazisava, majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0, —1), ekkor (by,v) = 1/v/2 és (by,v) = 1/1/2,

ezért w = v — (1/v2)by — (1/v/2)by = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).

Mivel ennek hossza 1, ezért by = (1/2,1/2,—1/2,—-1/2).

Legyen most v = (1,0, 0,0), ekkor

w=1v—(1/v/2)by —0-by — (1/2)b3 = (1/4,1/4,1/4,1/4).

Ennek hossza /4 - (1/4)? = 1/2, ezért by = w/(1/2) = (1/2,1/2,1/2,1/2).



3. Transzformaci6é adjungaltja
Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C falott és by, ..., b, béazis V-ben.
Hav=MXAb1+...+Aby és w = p1b1 + ... + ppnby,
akkor (v,w) = )\Tul + ...+ E,un e bdzishoz tartozo skaldris szorzat.
(v,w) = [v]} [w]p, ahol [v]* a [v] transzpondlt konjugdltja.
A kétvaltozos (v, w) — (v,w) € C fuggvény skaldris szorzat,
ha tetszdleges u,v,w € V és A € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

(2) (v, w) = Mo, w).

(3) (w,u+v) = (w,u) + (w,v).

(4) (w, vy = Xw,v).

(5) (v,w) = (w,v) (Hermite-féle).

(6) (v,v) >0¢és (v,v) =0 <= v =0 (pozitiv definit).

Szoget nem definidlunk. A t6bbi eddigi miikddik C f6lott is.

Transzformacié matrixa
Allitas
Legyen V euklideszi tér, by,...,b, ONB és A € Hom(V).

Ekkor a v € V vektor i-edik koordinataja a by,...,b, bazisban (b;,v), tovabba
[Alb = (((bi, A(b))))) (vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).

Bizonyitas

Hav = A1b1+. ..+, by, akkor komplex felett is igaz, hogy b;-vel balrsl skalarisan
szorozva \; = (b;,v), mert a skalaris szorzat a mdsodik tényezGben linearis.

Ha az A matrixdban az i-edik sor j-edik eleme A;;,

akkor A(b]) = )\1jb1 + ...+ )\njbn O

Komplex f6l6tt fontos a tényezk sorrendje a skaléris szorzatban!

Adjungalt transzformacié

Definicio

Legyen V euklideszi tér, by,...,b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungdltja, ha [A]p és [B]p

R {ol6tti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egyméas transzponélt konjugaltjai.

Megjegyzés: valos f6lott minden skalar konjugdltja onmaga, ezért a C {olotti
definici6 jo R folott is.



Tétel (F8.4.1. és F8.4.2. Tétel)
A és B egymast egyértelmten meghatérozza. Pontosan akkor adjungaltak, ha
(B(v),w) = (v, A(w)) minden v, w € V-re.

Az (egyértelmien meghatarozott) B jele A*. Az M mdtriz adjungdltja a transz-
ponélt konjugdltja, jele M*.

Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas

Tetszéleges A, B matrixokra (AB)T = BT AT igy (AB)* = B*A*. Lattuk,
hogy (v, w) = [v]*[w] tetszGleges ONB-ben. Ezért ha [A] = [B]*, akkor
(B(v), w) = [B(v)]*[w] = ([B][v])"w] = ([v]*[B]")[w] =

= ([]"[AD[w] = [v]* ([Al[w]) = [o]*[A(w)] = (v, A(w)).

Itt kihasznaltuk, hogy a matrixok szorzasa asszociativ.

Megforditas: Jelolje bq,...,b, az ONB-t. Ha (B(v),w) = (v, A(w)) minden
v, w-re, akkor (B(b;),b;) = (b;, A(b;)) minden i,j-re. Mivel (v,w) = (w,v),
ezért <bJ7B(bl)> = <bZ,A(bJ)>

Tudjuk, hogy [4] = (({bi, A(b)))) és [B] = (((bs, B,))).

Transzponalaskor az indexek megcserélédnek, ezért [B] = [A]. O

4. Egybevagosagi transzforméaciok

Szép alak ortonormalt bazisban
Emlékeztets (F6.6.4 Tétel): Komplex {6l6tt minden transzformécié matrixa al-
kalmas bézisban Jordan-alaki. Ez specidlis fels6 haromszogmatrix.

Tétel (F8.5.15. Feladat)
Komplex f616tt minden transzformécié matrixa alkalmas ortonormdlt bazisban
fels6 haromszogmatrix.

Emlékeztets (F6.6.1 Feladat): Komplex f6lott az A € Hom (V') pontosan akkor
diagonalizalhato (a bazisra nincs megkdtés), ha a minimalpolinomjanak minden
gyoke egyszeres.

Tétel (F8.5.2. Tétel)
Komplex 6l6tt az A € Hom(V) pontosan akkor diagonalizalhatd ortonormdlt
bazisban, ha AA* = A* A (normdlis transzformacio).



Egybevagoésagi transzformaciok

F8.5.6. Tétel
V euklideszi tér, A € Hom(V'). Ekvivalensek:

(1) A" inverze A-nak.

(2) A skaldrszorzattarts, azaz (Yu,v) (Au, Av) = (u,v).
(3) A normatartd, azaz (Vu) | Aull = [Ju]|.

(4) A tdvolsdgtarts, azaz (Yu,v) |Au— Av|| = [[u —v].
(5) A minden ONB-t ONB-be visz.

—~~
D
~

Minden b ONB-ben [A]p, inverze [A]f.

—~~

7) A alkalmas ONB-t ONB-be visz.

—~~

8) Alkalmas b ONB-ben [A], inverze [A]}.

—~~

9) A normalis, és sajatértékei 1 abszolut értékiek.

Elnevezés: Valosban ortogondlis, komplexben unitér.

Egybevagosagi transzformacidk: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.

(1) = (2): Ha A*A = I, akkor (u,v) = (u, A* Av) = (Au, Av).

(3) = (2): [[A(u+ \)||? = |Ju+ Mv||? = {(u+ Av,u + \v).

(u =+ Av,u+ M) = (u,u) + Mu, v) + Mo, u) + A\ (v,v) =

= ||ul® + |\?||v]|? + 2 Re(A(u,v)), hiszen (v,u) = (u,v),

és [[A(u+ \)|1? = || Aul|? + |A\?||Av]|? + 2 Re(A(Au, Av)).

Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u,v)) minden A € C-re.

Ezt A = 1-re és A = i-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) = (5): (Abj, Abi) = (bj,bg) =1, ha j = k, 0 egyébkeént.

(5) = (7): trivialis. (7) = (8): (Ab;, Aby) = (b;, A*Aby), tudjuk, hogy ezek
[A*Aly, elemei. De (Ab;, Abg) = (b, bi), és mivel by, ..., b, ONB, ezért [A*A],
az egységmatrix.

(1) <= (9): Ha b ONB és [A], diagonélis, akkor [A*] = [A~!] azt jelenti, hogy
minden sajétértékre A = A\ 7!, azaz |\ = 1.

A felcserélhet az inverzével, igy A* = A=! = A normalis.

Egybevagosagi transzformacidok: megjegyzések

Az el6z6 tétel szerint egy bézistranszformécio akkor és csak akkor visz ortonor-
malt bazist ortonormalt bazisba, ha az attérés matrixa unitér, illetve ortogona-
lis. Specialisan minden M € C™*™ métrixhoz van olyan unitér U € C™*", hogy
U~1MU fels6 haromszogméatrix.



A normalitas valos méatrix esetében azt jelenti, hogy felcserélhetd a transzponalt-
javal. Ebbdl azonban csak az kovetkezik, hogy komplezr f616tt van ortonormélt
sajatbézisa.

Egy valés méatrix akkor ortogonélis, ha a transzponéltja az inverze, azaz ha
komplex folott ONB-ben diagonalizalhato, és minden komplex sajatérték ab-
szolut értéke 1. Mi a legszebb alakja wvalds f6l6tt7

Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valos euklideszi téren hato A lineéris transzformécio pontosan akkor ortogo-

nélis, ha van olyan ortonormaélt bazis, amelyben A matrixa diagonélis blokkokra

bomlik, ahol minden blokk vagy 1 x 1-es, és az eleme 1, vagy {Cf)s N Smo‘}
sin «v cos o

alaku alkalmas a € R-re.

Vagyis minden sokdimenzids egybevagosag sikbeli forgatasokra, valamint ,tiik-
rozésekre” ,.bonthatd”.

A bizonyitas otlete: A karakterisztikus polinom valds egyiitthatos, igy a sajat-
értékek konjugalt parok, vagy +1.

Az A métrixa ONB-ben M. Ha Mv = \v, akkor M7 = \&.

Legyen by = (v+7)/V/2 és by = —i(v—71)/+/2. Ekkor by és by valés, ortonormalt,
és ebben a kételemi bazisban A matrixa a fenti forgatéas.

5. Osszefoglald

A 7. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Absztrakt és bazishoz tartozo skaléris szorzat R és C f616tt, euklideszi tér. Hossz,
tavolsag, szog, ortogonalitds. Ortogonalis, ortonormélt vektorrendszer és bazis.
Adjungalt; normalis, unitér, ortogonélis transzformécio.

Tételek

A CBS-egyenl6tlenség, a haromszog-egyenl6tlenség, egyenldség. Vektor koor-
dinatai, transzformacié matrixa ortonormalt bazisban. Ortogonalis rendszer
fliggetlen. Gram—Schmidt-ortogonalizacié, minden ortogonélis rendszer kibd-
vithet6 ONB-vé. Az adjungalt jellemzése skalaris szorzattal. A diagonalizél-
hatosag jellemzése ONB-ben C f6l6tt. Komplex feletti transzformécio alkalmas
ONB-ben hiromszogmatrix. Az egybevagosagi transzforméciok jellemzései. Or-
togonalis transzformécié blokkfelbontéasa.



