1. Csoportreprezentacidk

A csoportalgebra

Definicié (7.9. Szakasz)

Legyen G = {1 = g1,92,...,9n} véges csoport és T test.

T[|G] a >, A\ig; formalis linearis kombinaciok halmaza (X\; € T'). Ez vektor-
tér T folott, {g1,92,--.,9n} bazis. A szorzést végezziik gy, hogy a szorzatot a
disztributivitas segitségével kibontjuk, elvégezziik a G-beli szorzast, majd 6ssze-
vonunk. Ekkor egységelemes algebrat kapunk 7" {6lott.

Ez a csoportalgebra. Tipikusan T = C.

Példa

Legyen G = {1,a} =Z5. Ekkor

(M1 4 pra)(Ael + poa) = (A A2 + pap2)l + (A p2 + piA2)a.
by = (1 +a)/2, by = (1 — a)/2 bézis, b% = by, b% = by, b1by = 0.
Ezért 81b1 + Babs <> (B4, B2) gytrdizomorfizmus C x C-vel.

A csoportalgebra felbontasa

Tétel, csak a kommutativ esetet bizonyitjuk

Ha G véges csoport, akkor a C[G] csoportalgebra izomorf C folotti teljes méat-
rixgytirtk, azaz C™**"™ gytrik direkt szorzatéval. A tényezdk szdma a G kon-
jugdlt osztéalyainak a szama. Specialisan ha G kommutativ, akkor C[G]=C",
ahol n = |G].

Legyen C[G] = Ry X ... x Ry, ahol R; = C™*™,

Az i-edik projekcid, ami (ry,...,r;)-hoz 7-t rendel, egy ¢; : C[G] — C"*™
gytrithomomorfizmust ad. A G elemeire megszoritva ez egy G — GL(n;, C)
csoporthomomorfizmus. Ezek tokéletesen megfogjak G szerkezetét.

Definicié (475. oldal)
A G véges csoport GL(n, C)-be vezeté homomorfizmusait a G (komplex f6l6tti)
reprezentdcioinak nevezzik.



Az S3 példaja

Legyen G = S3. Az alabbiak reprezentéciok.

©1:9— 1eC=C™! nyilvan homomorfizmus.

w2 : g sg(g) € Cis (elgjelképzés).

@3 : S5 D3 — R?*? a g-nek megfelel transzformacio (forgatas, illetve tiikro-
7és) matrixa (rogzitett bazisban).

. 1 0
<)03(1(:1) = 0 1

cos120° —sin120°
vs((123)) = <sin120° cos 120°>

e3((12)) = <_(1) (1)> (az y-tengelyre valo tiikrozés).

Allitas (NB)
C[S3] = C x C x C**2.
A héarom projekci6 a fenti harom reprezentacionak felel meg.

Homomorfizmusok csoportjai

7.7.1. Definicié

Legyenek G és H Abel-csoportok. Ha ¢ és 1) homomorfizmusok G-b6l H-ba,
akkor pontonkénti dsszegik: (¢ +1)(g) = ¢(g) +¢(g) is az. Csoportot alkotnak
(mint lineéris algebraban), jele Hom(G, H).

Példa (7.7.7. Gyakorlat)
Hom(Z",Z")=7".

Ha ¢(1) = m, akkor ¢(n - 1) = nm. Ez egy ¢, homomorfizmus. Vagyis
Hom(Z",7Z") elemei a ¢,,-ek (m-mel szorzasok). Nyilvan ¢, x = ©m + Q-
Ezért m — ,, izomorfizmus Z" és Hom(Z ", Z") kozott.

HE: Hom(Z],Z$) =73 (7.7.8. Kérdes).

Abel-csoport dualisa

Tétel R
Ha G véges Abel-csoport, akkor G = Hom(G,C*) 2G.
(A homomorfizmusokat most pontonként szorozni kell.)

Bizonyitas

Tegyiik fol el6szor, hogy G = Z}. Ha y € Hom(G,C*), akkor legyen x(1) = e.
Nyilvan x(n) = x(n-1) = & és igy € = 1. Ez egyértelmiien meghatérozza
x-t, jelolje ezt a leképezést y.. Megforditva, ha € = 1, akkor x. : n — &"
homomorfizmus lesz. Nyilvan X e, = Xe, Xeo, hiszen az 1-et mindkettd e1e2-be
viszi. Ezért G = Hom(G,C*)={e € C : ¢4 =1} < C*. Ez pontosan a d-edik
egyseéggyokok részesoportja, ami ciklikus, barmelyik d-edik primitiv egységgyok
generalja. Ezért G = Z}'.



Direkt szorzat és Hom

7.7.11. Feladat
Hom(G x H, K)>Hom(G, K) x Hom(H, K) (itt G, H, K Abel).

Bizonyitas

Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g9,1n) : g € G} =G.

Ekkor ¢1(g9) = ¢((9, 1)) egy G — K homomorfizmust definial.

Hasonloan legyen @o(h) = ¢((1¢, h)), ekkor ¢, € Hom(H, K).

Megforditva, ha ¢1 € Hom(G, K) és ¢ € Hom(H, K),

akkor legyen ¢((g,h)) = ¢1(g) + ¢2(h), erre ¢ € Hom(G x H, K).

HE: ¢ < (¢1,p2) egy megfelel§ izomorfizmus. O

G = Hom(G,C*) 22 G bizonyitésa: Bontsuk G-t a véges Abel-csoportok alapté-
tele szerint (primhatvanyrendi) ciklikus csoportok direkt szorzatéra, és alkal-
mazzuk a fenti allitést. O
Név: G a G dudlisa. Folytonos csoportokra: Pontrjagin-dualitds.

Ortogonalitas

Hom(G,C*) elemei a G Abel-csoport 1-dimenzi6s reprezentécioi. Mésik elne-
vezés: csoportkarakterek (csak ha G kommutativ!).

Legyen y € G. Ekkor dec x(g) értéke 0, ha y nem azonosan 1.

Valéban: legyen x(go) # 1. Ha go-lal végigszorozzuk G elemeit, akkor G minden
elemét egyszer kapjuk meg. Ezért

S=3"cax(9) =2 e x(909) = Xx(90) > yeq X(9) = x(90)S-

Mivel x(go) # 1, ezért S = 0. O
Kévetkezmény

Ha x # ¢ € G, akkor }_ x(g™Hy(g) = 0.

Valoban: x(g~1)1(g) a x~ ' € G-nek a g-nél felvett értéke. O

A karaktertabla, mint matrix

Allitas

Legyen G Abel-csoport, rendje n, és S € C"*" az a métrix, ahol a sorok G
elemeivel, az oszlopok G elemeivel vannak indexelve, és a g-edik sor x-edik
eleme x(g) (itt g € G és x € G).

Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmétrix), azaz (1/4/n)S unitér.

Bizonyitas
Szamitsuk ki S*S-et. Mivel x(g) egységgydk, x(g) = x(971). Az ortogonalitas
miatt S*S diagonalis métrix. A f64tloban y(g~1)x(g) = 1 miatt n &ll. O

Tekintsiik (1/n)S-et egy bazistranszformacié attérési matrixanak.
A G={g1,...,9n} arégi bazis, az 0 bazis elemei:

by = (1/n) Y e x(9)g € C[G], ahol y € G.
Ez tényleg bazis, mert S invertalhato.



A csoportalgebra felbontasa

Allitas

Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) 3 e x(9)g € C[G].
Ekkor bi =by és x # ¢ € G esetén byby = 0.

Valoban, |G|?byby, = doreg Sty ahol sp =37, . x(R)Y(g), és hg = f miatt
h = fg~ ', igy sy = ¥(f) > ogec x(g7H)%(g). Az el6z6ek miatt ez nulla, ha

X # V¥, és igy byby = 0. Ha x = ¢, akkor x(97")1(g) = 1, tehat sy = |G|y (f),
és b2 = by. O

Mivel a b, elemek bézist alkotnak, a csoportalgebra minden eleme egyértelmtien
felichat6 }° & Xy by alakban (X, € C). Ezt (..., py,...) € C"-nek megfelel-
tetve gydridizomorfizmust kapunk C[G] és a C™ direkt szorzat kézott.

Valoban, a szorzattartés a fenti Osszefiiggések kovetkezménye. O

2. Diszkrét Fourier-transzformacid

A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacio

Az eddigi jeldlésekkel legyen - o xq9 = 5 Xy by € C[G],

tovabba x = (..., 24,...) s X = (..., Xy,...).

(Mostantdl azonositjuk az x vektort a > ;249 € C[G] elemmel, valamint
azzal az x : G — C figgvénnyel is, melyre x(g) = x,.)

Bazistranszformécio: X7 = S*xT és xT = (1/n)SXT.

Azaz Xy =3 cq X(9)xg €8 zg = (1/n) 30 cc x(9) X

F :x = X a diszkrét Fourier-transzformdcio. Jele X = X.
F~1: X — x az inverz Fourier-transzformdcid. Jele x = X.

Alaptulajdonsagok: (1/4/n) F unitér transzformacié C"-en. Ezért

(x,y)=(1/n)(X,Y), azaz deGTgyg =(1/n) eré X, Y,.
x|l = (1/n)[IX]], azaz 3= cglegl* = (1/n) 32, cal Xl
(Parseval-formula, illetve Plancherel-formula).

2,9 — X gytirithomomorfizmus C[G]-b&l C"-be.
ZgEG gg gy




Konvolacio

Legyen x = (..., %g,...) ésy = (..., Yg,-..), tovabba

(dec xgg)(zgec ygg) = dec 249, ekkor z, = Zfe(;’ Lgf-1Yf-
Az=(..,z4...) neve az x és y konvolucidja, jele x x y. Vagyis a konvolicio
a csoportalgebra szorzasanak megfelelgje. A gytirithomomorfizmus-tulajdonsag
miatt tehat F(xxy) = F(x) F(y) = (..., X, Yy,...) (pontonkénti szorzas).

A konvolicié tulajdonsagai
e Mindkét véltozoban linearis C f616tt, kommutativ, asszociativ.
e Van egységelem: z1 =1 és x5, = 0 (g # 1) megfeleld.

e Legyen T}, a h € G-vel vald jobbszorzas a csoportalgebran, ez h-val vald
eltolds. Ekkor Ty (x)(g) = x(gh™1)
(HF). Konvolucio eltoltja: Tp(xxy) = Th(x) xy = x* T, (y).

Konjugalt transzformaltja

Tétel

Legyen F(x) = X, azaz ) c; Tq9 = >, ca Xxbx € C[G]. Ekkor
deGng = era XX—le és ergXXbX = deG 919,

azaz F(X) = (..., Xy1,..)0 68 FH(X) = (.., Ty1,...).

Bizonyitas

> gec Tg9 € ClG] konjugdltja legyen > %59 € C[G] (ez automorfizmusa
C[G]-nek, minden g € G konjugéltja 6nmaga.)

Mivel x~1(g9) = x(9)~! = x(9) = x(¢~ ') (pontonkénti inverz)

ezért by = (1/n) 3 cq x(9 )g konjugaltja b, 1. Igy

> gec gy = ZXeGX by-1 =2 ca Xx Xy -1by.
Az inverz transzformacmt az ry = (l/n) ZxGG x(g9) Xy képlettel szamitva
(1/7) Xyee x(0) X =(1/n) ¥y X(971) Xy =T51. -



3. Id6- és frekvenciatartomany

Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z7, és ha e = cos(27/n) + isin(27/n),
akkor x1(j) = &’%, ahol j, k € Z;}, azaz G = {x0,- -+, Xn_1}-
Nyilvan k — xj izomorfizmus G és G kozott.
Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(z +p) = f(z) (z € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: z; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.
Fépélda
Legyen f(x) = cos(mz) + isin(ma), p = 2w, 0 < m < n egészek.
mi s n—-1——"7x n=1__kj_mj
Ekkor z; = e™7 és Xy, = Soiso xk(G)ry = Y0y e e
De e(m=K)i =y, _1(4), tehdt az ortogonalités miatt X, = 0 ha n{m—k, azaz
ha m # k, hiszen 0 < k,m < n. Ha k = m, akkor X,, = n (az 6sszeg minden
tagja 1).
HF: f(z) transzformaltja X,, =n ha k =n —m és 0 egyébként.

A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(ma) és y; = g(2mj/n), ahol 0 < j < n. Mikor lehet az
(Y0, - -y Yn—1) mintabol m értékét viszakapni?
(y az iddtartomdny, transzformaéltja a frekvenciatartomdny.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié nem lehetséges.
Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(z) = cos(mx) + isin(ma) transzformaltjat most szamitottuk ki.

Mivel g(z) = sin(ma) = (f(z) — f(x))/(2i), ezért a linearitast és a konjugéltra
vonatkoz6 képletet felhasznélva

Y., =n/2i ha k =m é —n/2i ha k = n —m; egyébként Y,, = 0.

A —sin ((n — m)z) fiiggvény ugyanazt a mintat adja, mint sin(maz). Ha el6re
tudjuk, hogy n > 2m is teljesiil, akkor m és n — m kozil mar ki tudjuk valasz-
tani a megfelelst, mert n — m > n/2. Vagyis elég stiri mintavételezéssel kell
dolgozni.

Hangpélda

Van két hangszer. Az egyik normal A-n szol: 440 Hz. A maésik fele hangerével
az oktavjan: 880 Hz (felhangok nincsenek).

A kett6 hangja egyiitt: f(t) = 2sin(440 - 27t) + sin(880 - 27t).

Tegyiik fel, hogy n > 2 % 880. Minta: x; = f(j/n), ahol 0 < j < n.

Ekkor X,, =0, kivéve X,,,, = 2n/(21) és X, .., = —2n/(29),

tovabba X = —n/(2i).

X440

X880 — n/(2l) és Xansso



Analizis: Minden szakaszonként folytonos, 27 szerint periodikus fiiggvény
Fourier-sorba fejthets, ami sin(m - 27t) és cos(m - 2nt) alaku fiiggvények
(végtelen) linearis kombinécidja. Ha mindegyik m < 880 (és igy az Osszeg véges),
akkor a Fourier-transzformaltban csak x,, és xn—_m szerepelhet. De n—m > 880,
ezért a szerepld frekvencidk értéke és amplitudoja rekonstrualhato.
Shannon-Nyquist tétele: A jelben el6fordulé maximalis frekvencia tobb, mint
duplédjaval elég mintavételezni.

Aliasing

Legyen f(x) = sin(440 - 27tt) és n = 660. A transzformaltban ekkor megjelenik
a 660 — 440 = 220 Hz-es frekvencia is. Miért baj ez?

A minték: x; = sin(440 - 275/660). Ezek raillenek a —sin(220 - 27t) fliggvényre
is, hiszen sin(27j — o) = —sin(a). A digitalis-analog konverterek hajlamosak
a legalacsonyabb frekvencidju fliggvényt interpolalni, ami az adott mintakra
illeszkedik, ezért a hangszoroban 220 Hz-es hangot fogunk hallani.

A 220 Hz-es jelet az eredeti jel alias-dnak nevezziik.

Védekezés: Anti-aliasing sziir§. A mintavételezés (digitalizalas) el6tt hasznalunk
egy anal()g, alul ateresztd szilrdt, ami a jelb()‘l levagja a kivant mintavételezési

zési frekvencia 44.1 kHz, mert az emberi hallas fels6 hatara 20 kHz.)

2D diszkrét Fourier-transzformacié

Képfeldolgozas

Most f egy téglalapon definialt valds fiiggvény.

Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.

Mintavétel az (aj/n,bk/m) pontokban (0 < j <mn, 0 <k <m).

A 2D diszkrét Fourier-transzformdcio csoportja G = Z} x Zt . Igy
G ={(xp,%q)) : P € Ly, q € Ly}, ahol x,(j) = €77, g (k) = n*
(e = cos(2m/n) + isin(27/n) és n = cos(2w/m) + isin(2w/m)).
Nyilvan (p, q) = (xp,¥q) izomorfizmus G és G kozott.

Legyen x; 1, = f(aj/n,bk/m), irjunk (Xp,z/Jq) helyett (p, ¢)-t.
Ekkor a transzformalt X, , = 377 Zk o € PRy
mert x,(j) = e 7P és x (k) =1 ’“1. Exponencialis jeloléssel:
ha e® = cosa + isina, akkor € jpn ke — g=2mil(Gp/n)+(ka/m)]
Inverz: ;= (1/(mn)) 20~ Zq Vo emilap/mtka/ml x|




4. Zajcsokkentés
Sziirék

Legyen x egy minta, le akarjuk vagni az f frekvencia fol6tti komponenseket
(alulateresztd sziird, low pass filter).

Legyen x transzformaltja X (mostantél X, helyett Xj-t irunk),

tovabba Yy = 0 ha k > f és Yi = 0 egyébként. Az XY (pontonkénti szor-
zas) sorozatra alkalmazzunk inverz Fourier-transzformaciot. A kapott z minta
megfelel§ lesz.

Alternativa
A keresett z megkaphato, mint x * y (konvolucié), ahol y az Y inverz Fourier-
transzformaéltja.

Eredeti kép

Ezen a képen fogjuk bemutatni a zajcsokkentési algoritmusokat.



Zajos kép

A képhez normalis eloszlasi (Gaussian) zajt adtunk hozza. Ezt probaljuk majd
eltavolitani kiilonféle modszerekkel.

A zajos kép Fourier-transzformaltja

Mivel a transzforméalt komplex értékii, két képet latunk. A jobb oldali kép
pontjai a megfelel szam szogét (fazisat), a masik kép pontjai az abszolit értékét
(amplitudojat) abrazoljak. Utébbiak fel vannak skalazva, mert az értékek olyan
kicsik, hogy szinte az egész kép fekete lenne (fekete = 0, fehér = 1).

Az elrendezés olyan, hogy minél tavolabb vagyunk a kézépponttol, annél na-
gyobb frekvencidkhoz tartozo értékeket latunk. Kozépen fényesebb a kép, igy a
kis frekvencidk értékei a nagyobbak.



A nagy frekvenciak levagasa

A bal oldali képen kinullaztuk a nagyobb frekvencidhoz tartozoé értékeket, majd
visszatranszforméaltunk. A zaj elttint, de a kép életlenné valt, és az élekkel
parhuzamos vonalak jelentek meg. Utébbi az ugynevezett Gibbs-jelenség. Oka
a kovetkezd.

A transzformaltat egy olyan fliggvénnyel szoroztuk, amely a kozéps6 koron be-
lil 1, mésutt nulla. Ha ezt visszatranszformaljuk, akkor nagy amplitudéja rez-
gések szerepelnek benne, és ezzel a fiiggvénnyel kell konvolaciét képezni.

Ovatosabb vagas

Itt nagyobb atmérsji korrel vagtuk le az amplitidokat abrazolo képet. Még
jobb eredményt kaphatunk kevésbé durva dtmenettel.
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Gaussian blur

A miivelet egy kétdimenzios Gauss-gorbével valé konvolicio. A Gibbs-féle vo-
nalak elttintek, de a kép még mindig lagy.

Wavelet-felbontas

Most iigyesebb bazist valasztunk, mint amit eddig hasznaltunk. Ennek segit-
ségével a képet rétegekre tudjuk bontani. Minden réteg egyre nagyobb léptékd
alakzatokat véalaszt ki. Mivel a zaj tipikusan kis léptékt, lehetséges a zajcsok-
kentés gy, hogy a kis léptékii rétegekben agresszivabban filtereziink. Minden
egyes rétegben meg is vizsgalhatjuk a zaj mértékét. Ehhez a valoszintségszami-
tasban tanult szordst kell kiszamitani.

Itt az elsG két réteg lathato ...
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Wavelet-felbontas

.. itt pedig a kovetkezd harom, majd a kép megmaradé része. A kép ,,élességét”
ado informéaciot a kis léptéki rétegek hordozzak.

Multiscale Linear Transform

Az imént leirt algoritmust hasznéltuk 5 réteg segitségével. Két részletet érdemes
kinagyitani.
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A részletek élessége
Bal oldal: Gaussian Blur. Jobb oldal: MLT.

A MLT t6bb részletet meghagy, és ugyanannyira zavard a zaj.

Total Gradient Variation Denoising

Ez egy masik algoritmus eredménye, agressziv paraméterekkel.
www.lightvortexastronomy.com /tutorial-noise-reduction.html
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5. Tovabbi alkalmazasok

JPEG tomorités

A t6morités elve

A jelet Fouier-transzformaljuk; kinulldzzuk a kis abszolut értékii szamokat;
visszatranszformalunk. Altalanosabban: az értékkeészletet intervallumokra oszt-
juk, és az egy intervallumba es6 értékek helyébe ugyanazt a szamot irjuk (kvan-
talds). (A JPEG2000 szabvany ehelyett mar wavelet felbontéast hasznél.)

Probléma: a Gibbs-jelenség. Nem folytonos (szakado) fliggvény transzformaltja
nem ad ,szép” eredményt.

A képet 8 x 8-as blokkokra vagjuk, ezeken beliil mar ,sima”. Mivel Z,-ban mod n
szamolunk, az is ,szakadas”’, ha a blokk két szemkozti szélén nagy a kontraszt
eltérése.

Megoldas: Diszkrét Fourier-transzformacié helyett diszkrét koszinusz transzfor-
mdcio.

Diszkrét koszinusz transzformacio

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben. A kapott y
mar szimmetrikus: y; = yo,—1—;. Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott
(edge discontinuity).

Ezt a transzformaciot technikailag a kovetkezoképpen kezeljiik. Irjunk nullakat
a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi z sorozatot kapunk.

Példa: abc — abeecba — 0a0b0c0b0n0a.

Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4ny—; minden j-re.

Ha F(z) = Z, akkor Z inverz transzforméltja (..., Z,1,...).

Mivel z; valés, ezért Z,—1 = z, a fenti szimmetria miatt. Vagyis Z = Z, més
szoval a transzformalt is valés szdmsorozat.

Most G = 4n, ha & = 2mi/(4n) es k() = 7%, akkor zj, = 24, miatt
Zy, = Zjno xx(9). )z = 22 " ZJ cos (27r]k/(4n)) =
=230 @y, cos (tk(m + (1/2))/n)

A DCT inverze
Irjunk xj helyett k-t: Z, =23 " mm cos (mk(m + (1/2))/n).

Mivel cos(a + 7) = — cos(a), ezért, Zk+2n = —Zj.
Kozvetlen szamolassal (vagy mert xzy valos): Zy,_x = Zy.
Ezért Zyp—p = Zy, = —Zp42n, abonnan 7, = Zs, = 0.

Igy Z = (Zy,. .., Z,_1) meghatarozza a tobbi Z-t.
Példa: a, b, ¢,0,—c,—b,—a, —b, —c,0,¢,b (ha n = 3).

Az x — Z linearis transzformacio R™-bsl R"-be a
diszkrét koszinusz transzformdcié (DCT). Inverze

= (1/n)[Zo/2 + SZ1 Zy cos (mk(j + (1/2))/n)].
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Bizonyitds: x; = 2241 kiszdmitasihoz a z, = (1/n) 3 ¢ X(9)Zy képletet hasz-
naljuk: 2, = (1/(4n)) Sty €2y Ha 1 < k < n,

akkor Zj, egyiitthatoja e™* 4 gm(4n—k) _ gm(k+2n) _ gm(4n—(k+2n)) —

= gmk 4 gmmk _ gInm(gmk 4 g=mk) — 4cos (rmk/(2n)) paratlan m-re, mert
e = —1. A Z egyiitthatoja e™0 — ™2 = 2, O

A DCT mint bazistranszformacié

Ha az S matrix j-edik sordnak k-adik eleme cos ’ﬁﬂk j+(1/2) /n; a sorokat
és oszlopokat 0-t6l n — 1-ig szamozzuk), akkor x* — ZT = 25Tx" a diszkrét
koszinusz transzformacié. Viszont (1/n)SZT nem teljesen x', mert a nulladik
koordinatat mindig felezni kell, azaz S els6 oszlopat megszorozni (1/2)-del. Szo-
rozzuk meg S elss oszlopat 1/v/2-vel, az eredmény legyen R.

Ekkor 2RTx"-ban Zy helyett Z,/+/2 fog allni.

Ezért (2/n)RRTxT = xT'| azaz 1/2/nR mér ortogonélis matrix.

A JPEG tOomorités lépései:
¢ DCT a 8 x 8-as blokkokon.
e Kvantalas (a tomorités lényeges lépése).

¢ Huffmann-kodolés (veszteségmentes tomorités).

Progressziv tomorités: elGszor csak az alacsonyabb frekvencidji komponen-
seket kiildjiik el. Az atjovs kép egyre élesebb lesz.

6. Keretek és csoportok

Redundans koordinatazas

Ha X7 = S*xT diszkrét Fourier-transzformécio, akkor Xj az S megfelel§ osz-
lopéaval vett skalaris szorzata x-nek. Az S oszlopal helyett valasszunk olyan
vektorrendszert, ami generatorrendszer, de nem bazis. Egy-egy ilyen (megfelels
tulajdonsagt) vektorrendszert keretnek (frame) neveziink.

Példa
Vegyiik a harom harmadik egységgyokot a valos sikon. Ekkor (x1,x2) transz-
formaltja (1/2)(2x1, —x2 + V3xa, —13 — /329).

Elénydk
o Ez egyfajta hibajavité kodolés.

e T6bb informaciot kaphatunk az eredeti jelrdl.

Irodalom: short-time (windowed) Fourier-transform, Gabor-frame.
(Gabor Dénes).
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Matrixcsoportok

Legyen G véges, unitér méatrixokbol allé részesoport GL(d, C)-ben. Ez matrix-
szorzassal hat C? vektorain. A hatéas irreducibilis, ha G elemeinek nincs kozds,
nemtrivialis invaridns altere. Masképp: G minden pélyaja generatorrendszer
C%ben (kiveve {0}).

(Ez kapcsolodik a csoportalgebra matrixgytrikre bontasahoz.)

Ekkor G pélyéi j6 tulajdonsagu kereteket adnak.

Az iménti példa a k - 120°-os forgatasok csoportjabol szarmazik.

Legyen T : (zg,21,...,24-1) — (Zg—1,T0,- .., Ta—2) (iddeltolds).

Ha F(x) = X és F(y) =Y, akkor (Yp,Y1,...,Y4_1) = (Xg-1,Xo,..., Xa—2)
esetén legyen W(x) =y (fdziseltolds).

HE: Ilyenkor y; = e’x;, ahol € = cos(27/d) + isin(2r/d). A T és W &ltal gene-
ralt GG részcsoport irreducibilis (Cd—n, T és W rendje d, tovabba T'WT = eW
és G rendje d3.

A Gabor-keret ennek a skalarmétrixok norméalosztoja szerinti faktorabol szér-
maztathato.
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