1. Féidealgytrik
Euklideszi gytird (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicio

Euklideszi gyiiri: ,elvégezhets benne a maradékos osztéas.”

Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztomentes) gytrd euklideszi,
ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész értékd ¢ fliggvény
agy, hogy minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, € R, hogy a = bg +r,
és r =0 vagy ¢(r) < o(b).

Példak

Z euklideszi: (k) = |k|.

T[x] euklideszi, ha T test: o(f) = gr(f).

Gauss-egészek: a + bi alakd szamok, ahol a,b € Z.

Ez is euklideszi gytirt: o(a + bi) = a® + b2.

Bizonyitas: Freud Robert és Gyarmati Edit szamelmélet kényve.

Euklideszi gytri féidealgyiri

5.5.3. Tétel
Minden euklideszi gytrd minden ideélja f&ideal.

Bizonyitas

Legyen I nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb p-értékid nem nulla eleme.
Belatjuk, hogy I = (g).

Nyilvan (g) C I, hiszen T tartalmazza g t6bbszoroseit.

Legyen f € I, ekkor f = gq+r, ahol p(r) < ¢(g) vagy r =0. Der = f—gq € I,
mert I zart a tobbszorozésre és a kivonasra. Mivel ¢(g) minimaélis volt, igy r
csak nulla lehet. Tehat f € (g), azaz I C (g). O

Féidedlgyiri: szokasos gytrd, melynek minden idealja f6ideal. Ezekben érvé-
nyes a szamelmélet alaptétele.

2. Idedlok és szamelmélet

Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokdsos gydrd: kommutativ, nullosztomentes, egységelemes.

r o0sztdja s-nek, ha van olyan ¢ a gyiiriben, hogy s = tr.

Egység: mindent oszt. Legyen r € R nem nulla, nem egység.

Trividlis felbontds: r = ab, ha valamelyik tényez6 egység.

r felbonthatatlan: nincs nemtrivialis felbontasa szorzatra (azaz minden felbon-
tasaban valamelyik tényezs egység).

r prim: ha r | ab, akkor r | a vagy r | b.



R alaptételes: minden nullatél és egységtsl kiilonbozs elem egyértelmiien elGall
felbonthatatlanok szorzataként.
Fopéldak alaptételes gytridre: Z, T[x] (T test), Z|x].
a,b € R kitiintetett kozos osztdja d, ha
(1) d kozos osztod, azaz d | a és d | b;

(2) d mindegyik kozos osztonak tébbszorose.

Az alapfogalmak 6sszefiiggései

3.1.27. Gyakorlat
Ha barmely két elemnek van Kkitiintetett kdzos osztdja, akkor minden felbont-
hatatlan elem prim.

3.1.28. Gyakorlat
Ha minden felbonthatatlan elem prim, akkor igaz az alaptétel egyértelmiiségi
allitasa.

3.1.22. és 3.1.26. Gyakorlatok
Alaptételes gytrtiben
(1) barmely két elemnek van kitiintetett k6zos osztoja;

(2) minden felbonthatatlan elem prim.

Idealok és oszthatdsag
5.1.10. Definici6: (r) az r Osszes tobbszorosébol all: foidedl.

5.5.4. Lemma

r|s < (r)2(s). O
»Megfordul” Példaul 2 kisebb, mint 4, de (2) nagyobb, mint (4).

5.5.5. Lemma

Legyen R szokasos gytri és a,b € R. Ha (a,b) = (d), akkor d az a és b kitiinte-
tett kozos osztoja. (A kitlintetett kozos osztot is (a, b) jelolte szamelmeéletben.)

Bizonyitas
Mivel (d) = (a,b) 2 (a), ezért d | a, ugyanigy d | b. Ha ¢ | a és ¢ | b, akkor
d = ra + sb miatt ¢ | d. O



Euklideszi és féidealgyiiri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden f6idealgytrt (igy minden euklideszi gytirt) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a,b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kozos osztdja. Ezért fsidealgytiriben
(és igy euklideszi gytirtiben) barmely két elemnek van kitiintetett kozos osztdja.
Igy érvényes az alaptétel egyértelmiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = Z[z] alaptételes gytirtd, 2 és z kitiintetett kozos osztdja 1, hiszen 2 osztoi
csak +£1, £2, és 2t z.

(2, ) azokbdl a polinomokbol all, melyek konstans tagja paros. Az 1 nem ilyen,
tehat (2,x) # (1), ezért (2,x) nem fdidedl.

Tehat Z[x] nem f6idealgytird, és igy nem is euklideszi, noha alaptételes.

Példa nem alaptételes gytirire

3.1.34. Feladat
Legyen R az a + bi\/5 alaku szamokbol 4ll6 gytiri (a,b € Z).
A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kizos osztoja.
A 3 felbonthatatlan, de nem prim.
Az alaptétel egyértelmiiségi allitisa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2 —iV5),
itt 3 is, 2+ iv/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese 2 +iv/5-nek, igy ez a
9-nek két, lényegesen kiilonboz6 felbontésa. Ezért ez a gytlrd nem alaptételes.

Az ilyen gytirik is hasznosak szdmelméleti problémék megoldasahoz. A kiut az,
hogy a (9,3(2 +iv/5)) idedl veszi at a hianyzo kitiintetett kozos oszto szerepét.
Ez a témakor az algebrai szdmelmélet.

Direkt szorzat

5.1.17. Definicid

Az R és S gytrtk direkt szorzatinak alaphalmaza R x S, ahol a miiveleteket
komponensenként végezziik:

(r1,81)+(r2, s2) =(r1 + 12,51 + 52) €8 (r1,51)(re, s2) =(r17r2, 5182).

HEF: Ez tényleg gytrt. Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezs esetében is.
A bels6 jellemzés mint csoportokra (normaloszto helyett ideal):

5.1.18. Allitas
Ha I és J idealok az R gytrtiben, a csoportelméleti I + J komplexusdsszeg az
egész R, tovabba I'NJ =0, akkor R 1T x J.

A bizonyitas otlete: Ha INJ =0,a € I, b € J, akkor ab = 0.




3. Egyszeri gytrik

Véges nullosztomentes gyiirid test

5.3.5. Tétel
Minden véges, nullosztomentes gytirid test.

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB)
Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben. Igy elég belatni,
hogy véges nullosztomentes gytiri ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)
Nullosztémentes gytriiben érvényes az egyszerisitési szabaly:
ha ac = be (vagy ca = ¢b), de ¢ # 0, akkor a = b.

Bizonyitas: Ha ac = be, akkor (a — b)c = 0. Mivel ¢ # 0, a nullosztomentesség
miatt a — b= 0. O

Véges nullosztomentes gytirik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma
Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R, melyre er = r, akkor
e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszertsitve te = t. Tehét e jobb-
oldali egységelem. Specidlisan re = r. Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e
bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztomentes gytrd test)

Legyen R = {ry,...,7r,} és0 # r. Ekkor ryr, ..., r,r a nullosztomentesség miatt
csupa kiilonb6z6 elem. Mivel R véges, minden elemét megkapjuk. Specidlisan
r = ;7 esetén a Lemma miatt e = r; egységelem. Tovabb4 e = r;r esetén r-
nek balinverze r;. Ugyanigy van jobbinverze is. Ezek egyenlSk (Algebral, vagy
2.2.10. Feladat). O

Testek idealjai

5.3.2. Allitas
Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas

Legyen T test és I idedlja T-nek, amely nem csak a nulldbol all.

Ha 0 # s € I, akkor 1 = ss™! € I, hiszen I idedl. Tehat minden r € T-re
r=1rel. Ezért [ =T. O

HEFE': Ferdetestnek minden balidealja és jobbidealja trivialis.

5.3.1. Definicio
Az R egyszeri gytrd, ha pontosan két ideélja van: 0 és R.



Fépélda (5.3.3): (Ferde)test folotti teljes matrixgytrd egyszertd.
8.7.10, 8.7.12: A teljes matrixgytrt balidealjainak leirasa.

Kommutativ egyszeri gytrik

Tétel (5.3.9. Kévetkezmény)
Minden kommutativ, egységelemes, egyszerd gytri test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszert gytrd és 0 # s € R,

akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideél nem (0), és igy (s) = R.

Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehéat az s elem invertalhato, és igy R test. O

Altalanositas (5.3.8. Tétel, NB)

Legyen R gytiri, amelynek csak a két trividlis balidealja van.

Ekkor R vagy ferdetest, vagy olyan primelemii gytirti, amelyben barmely két
elem szorzata nulla.

Idealok és nullosztok

Emlékeztets (2.2.27. Definicio)
Ha R gyiird, r, s € R egyik sem nulla, de rs = 0, akkor r baloldali, s jobboldali
nulloszto.

5.3.7. Lemma
Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideél,
pontatlanul: az ,,r-hez tartoz6” bal nullosztok balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha ar =0 és yr = 0, akkor nyilvan (z £ y)r = 0.
Ha zr = 0 és s € R, akkor pedig (sz)r = s(ar) = s0 = 0. O

Elnevezés: Ez az r elem bal oldali annulldtora. Fontos szerepet jatszik a balide-
almentes gytirik leirasadban.

A faktorgytrid mikor test
5.2.9. Allitds: Ha T test és f € T[z], akkor T[z]/(f) pontosan akkor test, ha
f irreducibilis T folott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy f irreducibilis, és legyen T' = T'[x]/(f). Elég belatni, hogy R
egységelemes, nullosztomentes és egyszerd. Nyilvan 1+ (f) egységelem.

Ha (9 + (f))(h + (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh. Mivel T[z]
alaptételes, minden irreducibilis eleme prim. Ezért vagy f | g vagy f | h-
Az els6 esetben g + (f), a masodikban h + (f) lesz a nullelem R-ben. Igy R
nullosztémentes.



Ha I <R, akkor alljon J azokbdl a g € T[z] polinomokbol, melyekre g+ (f) € I.
Ez ideal T'[x]-ben, ezért f6ideal: J = (h). Nyilvan (f) C J, ezért h | f. Mivel
(f) irreducibilis, vagy h egység, igy I = R, vagy az f-nek egységszerese, és I az
R nulla idealja. O
(J az I teljes inverz képe a természetes homomorfizmusnal.)

Polinomok ,nemlétezs” gyokei

Példa
A 22 4+ 1-nek nincs gydke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni. Ezért bevezettiik
C-t, az R egy testbovitését. A bevezetés egy lehetséges modja a kovetkezd.

(1) Tudjuk, hogy R[z]/(2?+1) izomorf C-vel, és a+ bi-nek az a+bx + (2% +1)
mellékosztaly felel meg. Igy az a + (22 + 1) alakt mellékosztalyok R-rel
izomorf résztestet alkotnak, az i-nek megfelels elem x + (22 + 1).

(2) Definidljuk C-t R[x]/(x? 4+ 1)-nek, és igazoljuk, hogy test.

(3) Azomositsuk a € R-et a + (2% + 1)-gyel, és mutassuk meg, hogy ezek az
elemek R-rel izomorf résztestet alkotnak.

(4) Definidljuk i-t = + (x® + 1)-nek, és lassuk be, hogy ez gyoke a 22 + 1
polinomnak.

Testbévités konstrukcidja

6.4.3. Tétel
Ha K test, és s egy K f6lott irreducibilis polinom, akkor létezik olyan L test,
amelyben K résztest, és amelyben az s polinomnak méar van gyoke.

Bizonyitas

Legyen L = K[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis. A k — k + (s) megfeleltetés
nyilvan mivelettart6 és injektiv. Ezért a k+ (s) elemek (k € K) a K-val izomorf
résztestet alkotnak L-ben. Végezziik el a k = k + (s) azonositast (az azonositas
preciz részleteit lasd Kiss-jegyzet, 361. oldal). Legyen oo = = + (s) € L. Be kell
latni, hogy « gyoke s-nek. Ezzel a bizonyitast be is fejezziik majd.

Gyok a bgvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + k1z 4+ ...+ k2™ € K|[z]. Az s-et L[z]-beli polinomnak kép-
zeljiik, hogy a-t helyettesithessiink. Ezért s egyiitthatoi a (k;-vel azonositott)
k; + (s) elemek. Igy o =z + (s) miatt s( )=

= (ko+ () + (k1 4+ () (x4 () + ... + (ky + ( )( (s)" =
=ko+kix+ ...+ k™ +(s) =s+ (s) = (s), vagyis a K[a:]/( ) faktorgytri
nulleleme. Ezért o tényleg gyoke az s polinomnak. O



A Zs[x] /(2% + o + 1) négyelemii testben E =1+ (22 +2+1),0 = (22 +2 +1),
A=z+ @ +z+1),B=x+1+ (2> +z+1).

Azonositds: O <0, E < 1,224 2+1< Ez24+Ez+E. Az o = A elem tényleg
gytke Ez? + Ez + E-nek.

4. Karakterisztika, primtest

Karakterisztika

Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gytrd, r € R és n > 0 egész szadm, akkor nr azt jelenti, hogy r-nek n
példanyét osszeadjuk.

Ha n < 0, akkor nr a (—n)r ellentettje (ami (—n)(—r) is).

Ez R additiv csoportjaban a ,hatvanyozas” (t6bbszérds).

5.8.1. Allitas, 5.8.2. Definicio6
Tegyiik f6l, hogy R nullosztémentes gytrid. Ekkor vagy

(1) van olyan p € Z primszam, hogy pr = 0 minden r € R-re,
ekkor R karakterisztikdja p, vagy

(2) tetszbleges 0 £ 1 € R és 0 # n € Z esetén nr # 0,
ekkor R karakterisztikdja O.

Valojaban RT elemeinek rendjeit irjuk le.

Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 # r € R és 0 # n € Z, melyre nr = 0. Az R™ additiv
csoportban az elemrend jele o(r). Tehat n ,,jo kitevGje” (jo egyiitthatoja) r-nek,
és igy m = o(r) | n. Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms). Mivel
R nullosztomentes és r # 0, innen ms = 0 adodik. Tehat o(s) véges, és osztodja
m = o(r)-nek. Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam. Tegyiik {61, hogy
m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor

0 = (mr)r = (ar)(br).

Mivel R nullosztéomentes, ar = 0 vagy br = 0. Az els6 esetben m = o(r) | a,
vagyis a | m miatt a = m. A mésodik esetben ugyanigy kapjuk, hogy b = m.
Ezért m tényleg primszam. O

A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel
Legyen R kommutativ, p karakterisztikdju gytrd, ahol p prim. Ekkor R-ben
tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:

(r+s)P=rP4sP (r,s € R).



Ezért a ¢(r) = rP leképezés gytrtthomomorfizmus R-b6l R-be.
Neve: Frobenius-endomorfizmus. Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: énmagéaba képz6 homomorfizmus.
1) szorzattartdsa nyilvanvald, mert R kommutativ. Az Gsszegtartas a binomialis
tételbdl kovetkezik. Elemi szamelmélet: (p) oszthatd p-vel, ha 0 < j < p.

J

A pF-ra emelés ¢ (k tényezds kompozicio). O

Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikdju test, e az egységelem.

Ekkor P = {0,¢e,2¢,3e,...,(p — 1)e} Zy-vel izomorf résztest, amely 7" minden
résztestének része (legszikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p. Ezért P részcsoport és m — me
izomorfizmus Z| ¢s P* kdzdtt.

Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e? = (mn)e.

Legsztikebb: Legyen K < T résztest. Ekkor K # {0}, és igy K™ részcsoportja
T*-nek. Ezért T egységeleme, e € K. Igy P C K. O

Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.

Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf résztest, amely T
minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen. Ellendrizni kell,
hogy ¢ : m/n — (me)/(ne) joldefinialt, és izomorfizmus Q és P kozott.
Miivelettarté: nyilvan. Joldefinidlt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HE.
Tovabbé ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Sziirjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(¢)) = {0}. Ha (me)/(ne) = 0 akkor
me = 0, ezért m = 0 mert o(e) = oco.

Legsziikebb: mint a p karakterisztikdju esetben. O

5. Algebrak test folott

Az algebra fogalma

5.10.3. Definicio
A algebra a T test folott, ha egyszerre gytri, vektortér T' f6lott,
és M(ab) = (Aa)b = a(Ab) minden a,b € A és A € T esetén.



Legyen R egységelemes gytrd, T részteste R-nek, és 1g = 1p. Az R akkor
algebra T folott, ha Ar = r\ (VA € T, Vr € R). (A T egy elemével, mint
skalarral valo szorzas az R-beli szorzés.)

Példak
e A Txy,...,x,] polinomgytrd a T test folott.
e Ha K < L testbovités, akkor L a K folott.
o A T test folotti n X n-es matrixok.
o A T test folotti V' vektortér linearis transzformacioi.

e A kvaterniok ferdeteste R f6lott.

Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicio
Ha A algebra a T test folott, f(z) = ag + a1z + ... + apna™ € Tlx] és b € A,
akkor f(b) = agla +a1b+ ...+ a,b™ (behelyettesités).

Tehat f konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + 9)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definici6

Az f € T[z] jé polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek egy I idealt alkotnak,
ami az f — f(b) homomorfizmus magja. Ha I = {0}, akkor b transzcendens,
kiilénben algebrai. Ekkor az I f6idedl normalt generdtoreleme a b € A minimdl-
polinomja, jele my. Tovabba f(b) =0 < m, | f.

Bizonyitas: mint a testb&vitéseknél.

A minimalpolinom irreducibilitasa

5.10.9. Allitas
Véges dimenziés algebra minden eleme algebrai.

Valéban: ha dimp(A) = n, akkor 1,b,...,b" mar Osszefiigg:
Aol + b+ ...+ A" =0. Legyen f(z) =Xg+ Mz + ...+ A2,
ekkor f nem 0, és b gyoke f-nek. O

5.10.12. Tétel

Legyen A nullosztémentes algebra és b € A algebrai elem. Ekkor b minimélpo-
linomja irreduciblis T f6l6tt.

Ha f € T[z] normalt, irreducibilis és f(b) = 0, akkor f = my.

Valoban: ha my = gh, akkor 0 = mu(b) = g(b)h(b). Ezért vagy g(b) = 0 (igy
my | g miatt h egység), vagy h(b) =0 és g egység.

Megforditva: ha f(b) = 0, akkor my, | f, de mindketts irreducibilis és normalt,
ezért egyenldk. O



6. A szamfogalom lezarasa

Frobenius tétele

5.11.6. Tétel, NB

Ha A véges dimenzids, nullosztomentes, nem nulla algebra R {616tt, akkor A vagy
a valds szamtesttel, vagy a komplex szamtesttel, vagy a kvaterniok ferdetestével
izomorf.

Vagyis a szamkort nem lehet mar tovabb béviteni, ha a nullosztémentességet és
az asszociativitast megtartjuk.

A Frobenius-tétel feltételei sziikségesek (5.11.1. Gyakorlat)

e Ha nem R {6l6tt vagyunk: Q véges bévitései mind nullosztémentesek és
véges dimenziosak (pl. Q( V/2)).

¢ R[z] nullosztomentes, R {616tti, de nem véges dimenzios. S6t, R egyszerd
transzcendens bévitése még test is.

o R3X3 véges dimenzios, R f6l6tti, de nem nullosztomentes.

A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az 22 + 1 polinomnak a kvaterniock kozott végtelen sok gydke van. Ezek pon-
tosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1, vagyis a qi + rj + sk alaka
kvaterniok, ahol ¢ + 2 4+ s% = 1.

HF: Az a = a + bi + ¢j + dk minimélpolinomja z? — 2az + N(«).

Valoban, ha N(z) =1 és z = —z, akkor 22 = -2z = —N(2) = —1.
Megforditva: ha 22 = —1, akkor 1 = N(22) = N(z)?, igy N(z) = 1. Ezért
1 =2z = —22 Innen z # 0 miatt z = —2. O

Hogyan lehet egy masodfoku polinomnak végtelen sok gyoke?
Magyarazat: x> + 1 = (z +14)(z — i) a ,,gyoktényezss alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
(G+i)(j—i)=72+1ij —ji —i®> =ij — ji =2k #0.

Mivel ij # ji, nem tudjuk kihasznalni, hogy K nullosztomentes.

7. A kvaterniok alkalmazasai

Kvaterniék és térvektorok

Tiszta kvaternio: v = wi + yj + zk (valos része nulla). Azonositsuk ezzel az
(z,y,2)" € R? vektort. Legyen z = r +v (r € R).

e Ha N(z) =1, akkor z~! = Z. Ha z tiszta is, akkor 27! = —2z.
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e Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor vw = v x w — (v, w) (vektorialis, illetve

skalaris szorzat), mert i2 = j2 = k? = —1, tovabb4 ij =i x j, ji = j X i,
jk =7 x k, stb.

e Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w X v = —wwv, ahonnan
wlvw = —v, és whaw=wvlrw+wvTtrw=r—v==2.

Balrol zw-vel szorozva zwz = z2w.

e Tehat ha N(z) =1 és v L w, akkor zwz~! = 22w.
Specialisan ha z = cos @ + vsin o, ahol N(v) = 1, akkor

v? = —1 (mert v tiszta), 22 = cos(2a) + vsin(2a), és igy
2wz~ = cos(2a)w + sin(2a)vw = cos(2a)w + sin(2a) (v x w).
Ha N(w) is 1, akkor v, w és v x w ONB a térben. O

Kvaterniok és forgatasok

Tétel

A térbeli, origon atmend egyenesek koriili forgatasok a(z 1 norméaju) kvaterni-
okkal valo konjugalésok. Pontosabban:

ha v egységvektor, akkor a z = cosa + vsina-val valdé konjugalds 2a szogi
forgatés a v irdnyt egyenes koriil.

Bizonyitas

Legyen w egy v-re meréleges egységvektor. Irjuk fol a z-vel valé konjugalas
matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvin zvz~! = v (hiszen zv = vz),
és az iménti képletek alapjan

2wz~1 = cos(2a)w + sin(2a) (vw). A kettét sszeszorozva

z(vw)z~! = (20271) (zwz1) = cos(2a) (vw) + sin(2a)v(vw),

ahol v(vw) = v2w = —w (mér lattuk, hogy v? = —1).

Ezért a megfelels forgatias méatrixat kapjuk. O

Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott métrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-mdtriz):

r2 422 —y? — 22 —2rz 4+ 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy r?— a2 4y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry 4+ 2xz 2rx + 2yz r? — a2 —y? 422

Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.

Forgéstengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikija).
Navigacid, aerodinamika, molekularis dinamika, rontgenkristallografia.
Szamelméleti alkalmazasok.
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8. A kvaternidok csoportelméleti vonatkozasai

A kvaterniék mint transzformaciok
A kvaternok vektortér C folott (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C {olott, mert i(j1) # j(il).

Legyen A, a z € K-val valé jobbszorzas K-n: A.(z) = zz. Ez Osszegtarto.
Skalarszorostarto is az asszociativitas miatt: A,(A\x) = (Az)z = A(zz) = A\ A, (x)
(ahol A € C és z € K). Tovabba A, .,(x) = x(2122) = (z21)22 = A, A, (x).
Azaz a ¢ : z — A, leképezésre 1)(z122) = ¥(z2)9(21).

Kellemetlen: megfordul a szorzas sorrendje. Megoldas: legyen ¢ (z) = As.

Erre ¢(z122) = 1(21)9(22), hiszen z125 = 73 71.

Tovabba ¥(z1 + 2z2) = ¥(z1) + ¥(22), azaz ¢ gytrdhomomorfizmus.
Végiil ¥ injektiv: ha ¢ (z) = 0, akkor 0 = ¢¥(z)(1) = 1z, igy z = 0.
Tehat a K gytirt izomorf Hom(C?) egy részgytirtjével.

Ha z = p+ qi + rj + sk, akkor ¢(z) matrixa az (1, j) béazisban < v 25) ahol

v=p+ qi és w =1+ si (igy vezettiik be K-t).

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v,w € C? hossza egyenls, akkor pontosan egy olyan 1 determinansu,
unitér transzformécié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketté: B(v) = C(v). Legyen D = B~1C, ekkor D(v) = v.
Ha u egy v-re merdleges egységvektor, akkor D(u) L D(v) = v, és igy D(u) || u.
A (v, u) bazisban det(D)-t felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.
Legyen by = v/||v||, ¢c1 = w/||w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.

Elsirhatosagi tétel: van B, melyre B(b1) = ¢ és B(bs) = eca.

Alkalmas |¢| = 1-re B unitér, 1 determinanst és B(v) = w. O
Jelolje SU(2) a 2 x 2-es, komplex elemd, 1 determinansa wnitér métrixok cso-

portjat a szorzasra (4.1.26. Definicio).
Elnevezés: SU(2) reguldrisan hat az egységvektorok halmazan.

Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 norméaju kvaterniok multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.
Bizonyitas

Ha z € K, akkor lattuk, hogy ¥(z) = Az méatrixa <Uw 1;}), melynek determi-

nansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.
Ha N(z) = 1, akkor tehét v (z) unitér és determinansa 1.
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Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determininsia K-n.

Legyen z = A(1), ekkor A(1) =z =1z = Az(1).
Ezért az imént bizonyitott allitds miatt A = As. O

Az SU(2)-t Spin(3) csoportunak nevezik a kvantumfizikdban. Fermionok (pl.
neutron) leirasara hasznaljak.

Miért kétszerezddik a szog?

Tétel
SU(2)/{1, -1} =SO(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor.

Lattuk: F, : w — zwz ™! a v irdnya egyenes koriili 2o sz6gti forgatas.

Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

Algebrai magyarazat: a zwz~! = 22w képlet, ha v L w.

Geometriai magyardzat: a z +— F, homomorfizmus magja kételemd. Ezért
SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.

Tekintsiik az f : a — z fiiggvényt, mikdzben v fix, pl. v =4. Ha 0 < a < 27,
akkor f(a) végighalad a komplex egységkoron. De ¢(f(c)) kétszer halad kérbe,
mar 7m-nél az identititas, és ezért kétszeres ,sebességgel” halad.

9. Osszefoglal6

A 17. eléadas Gsszefoglalgja

Fogalmak

Fésidealgytiri. Gytirik direkt szorzata. Egyszerd gytrd. Karakterisztika, prim-
test, Frobenius-endomorfizmus. Test {f6l6tti algebra, elem minimalpolinomja.
Euler-matrix.

Tételek

Euklideszi gytirt f6idealgytirt, fidealgytirt alaptételes. Féidealok tartalmazésa
és oszthatosag.

Véges nullosztomentes gytird test. Kommutativ, egységelemes, egyszerd gytrt
test. Egyszert testbdvités konstrukcioja faktorgytriként. A primtestek szerke-
zete. Frobenius tétele. Kvaterniok csoportelméleti vonatkozasai.
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