1. Direkt szorzat

A direkt szorzat fogalma

Az n magas oszlopvektorok vektorteret alkotnak. Ebben a miiveletet ,kompo-
nensenként” végezziik. Ezt akkor is megtehetjiik, ha a komponensek csoportele-
mek. Kényelmesebb lesz ,sorvektorokkal” dolgozni.

4.9.2. Definicio
Legyenek Gy, ...,G, csoportok, és G1 X ... x Gy, a (g1, ..,9gn) sorozatok hal-
maza, ahol g; € G; minden i-re.

(915 9n)(h1s o hn) = (g1ha, - gnha)

(az i-edik komponensben a G; csoport szorzésat végezziik).
Egységelem: (eq,...,e,), ahol e; a G; egységeleme.

Inverz: (g1,...,9n) " = (g7 ",..., ;") (komponensenként).
Asszociativitds: HF. Tehét csoportot kaptunk.
Ez a G4, ...,G,, csoportok direkt szorzata.

Példak direkt szorzatra

A sik vektorai az 6sszeadasra éppen R x R, Ugyanigy C™ =2R™ x R™, hiszen
C elemeit ugyanugy kell 6sszeadni, mint a sikvektorokat.

Mi lesz g = (2,3) rendje Zg x ZZ-ben?
g' =1(2,3),9° =(4,4),¢° =(8.2
9° =(53),¢° =(1,4), 9" =(2,2
97 =(8,3), 9" =(7,4), "' = (5,2
Vagyis g rendje 12. De 09(2) = 6,

<

4.9.4. Allitas (bizonyitas HF)

Egy direkt szorzat tetszéleges elemének rendje a komponensei rendjeinek legki-
sebb kézds tobbszérose, illetve végtelen, ha a komponensek kozott van végtelen
rendd.

Ciklikus csoportok direkt felbontasa

Mi lesz g = (1, 1) rendje Z§ x ZF-ban? 1 rendje Z3 -ban 2 és 1 rendje Z3 -ban 3.
Igy o(g) = [2,3] = 6. De Z3 x Z7 rendje is 6. Ezért ez ciklikus csoport, és igy
73 x 73 =74

4.9.8. Kovetkezmény (bizonyitas hasonléan)
Ha m és n relativ primek, akkor Z} x 7} =7t
Ugyanigy tobb tényezére, pl. Zd, = Z] x Z§ x ZF. Megforditas:

4.9.8. Kovetkezmény (HF)
Ha G x H véges ciklikus csoport, akkor G és H is ciklikus, és rendjiik relativ
prim.

Otlet: G x H-nak van G-vel izomorf részcsoportja (és faktora is).



A 7 csoportok direkt felbontasa

E.4.4. Tétel (Fiiggelék)
Ha m és n relativ primek, akkor Z) x Z) 27 .

A bizonyitast 1lasd a jegyzetben. Specidlisan adodik, hogy a ¢ Euler-fiiggvény
multiplikativ.

Emlékeztets: A g szam primitiv gyok modulo n, ha hatvanyai kiadjak az 6sszes
redukalt maradékosztalyt mod n. Vagyis a primitiv gyokok a Z,< csoport gene-
ratorelemei.

Tétel
Pontosan akkor létezik primitiv gyok mod n, ha n = 1,2,4, vagy egy paratlan
primhatvany, vagy annak kétszerese.

Lasd a jegyzetben: 4.9.10, 4.4.33, 4.9.36.

Sziikséges feltétel primitiv gyok létezésére

4.9.10. Gyakorlat
Ha létezik primitiv gyok modulo n, akkor n vagy primhatvany, vagy egy prim-
hatvany kétszerese.

Bizonyitas
Tudjuk, hogy ciklikus csoportok direkt szorzata csak akkor lehet ciklikus, ha
rendjeik relativ primek. Legyen n a ¢1,...,qr paronként relativ prim (1-nél

nagyobb) primhatvanyok szorzata. Lattuk, hogy Z, =Z; X ... X Z .

Ha ¢; = p™ (p prim), akkor Z; rendje p(q;) = (p — 1)p™~!. Ez csak akkor
lehet paratlan, ha p =2 és m = 1, azaz ¢; = 2. A paronként relativ prim ¢(q;)
szamok koziil csak egy lehet paros. Ezért legfeljebb két g; lehet, és ha kettd van,
akkor az egyik 2-vel egyenld. O

A véges Abel-csoportok alaptétele

4.9.15. Tétel (NB)

Minden véges Abel-csoport felbonthatd primhatvdnyrendd ciklikus csoportok di-
rekt szorzatdra. A tényezdk rendjei a sorrendtd] eltekintve egyértelmiien megha-
tarozottak. Azaz ha nézziik G ilyen felbontésait, akkor minden ¢ primhatvanyra
a q rendd tényezdk szama mindegyik felbontasban ugyanannyi.

Példa
Hany 24 elemi Abel-csoport létezik (izomorfia erejéig)?

A lehetséges tényezdk rendjei a 24 szam primhatvanyosztdi, azaz 2,4, 8, 3. Ilyen
elemszamu tényez6kbdl kell a 24-et kikombindlni. A lehet&ségek a kovetkezok:
T X735 x73 x 73, ZFxZixZf, 77 xZf.

Igy izomorfia erejéig 3 darab 24 rendid Abel-csoport van.



2. A direkt szorzat bels6 jellemzése

A projekcidk és magjaik

Az A x B direkt szorzat elemei az 6sszes (a,b) parok, ahol @ € A és b € B.
Szorzés: (al,b1)(a2, bg) = (a1a2, blbg).

Legyen 71 : A x B — A, ahol m : (a,b)
Legyen 75 : A x B — B, ahol 73 : (a,b)

= a
a,b) —
Ez a két projekcid (homomorfizmus).

b.

4.9.11. Allitas

Legyen Ker(mg) = A* ={(a,1p5) : a € A} = A x {1p};

Legyen Ker(m) = B* = {(14,0) : be B} = {14} x B.

Ezek tehat normdéloszték A x B-ben.

A homomorfizmustétel miatt (A x B)/A* =B és (A x B)/B* = A.
Nyilvan A*NB* = (14, 1B).

Tovabba A*B* = A x B, mert (a,b) = (a,15)(14,b).

Felcserélhets elemek

4.8.25. Gyakorlat
Ha A, B normélosztok egy csoportban és AN B = {1}, akkor A minden eleme
feleserélhetd B minden elemével.

Bizonyitas

Legyen a € A és b € B. Tekintsiik a ¢ = aba~'b~! elemet. Belatjuk, hogy
g € B. Nyilvan g = (aba=1)b™1, itt aba~! a b-nek a-val vett konjugaltja. A B
norméaloszté zart a konjugaldsra, igy aba~! € B. Mivel B részcsoport, zart az
inverzképzésre és a szorzasra, igy b~ € B és g € B. A g = a(ba~'b™1) felirashol
ugyanigy g € A. Tehat g € AN B = {1}, vagyis 1 = g = aba~'b~'. Innen b-vel,
majd a-val jobbrol szorozva ba = ab. O

[a,b] = aba=1b~1 az a és b elemek kommutdtora.

Direkt felbontas keresése

4.9.12. Tétel
Legyen G csoport, és A, B normalosztok G-ben tgy, hogy ANB = {1} és
AB =G. Ekkor G= A x B.

Bizonyitas

G minden eleme elGall ab alakban, ahol a € A és b € B. Ez egyértelmi: ha
ab=a't/, ahol a’ € A és ¥ € B, akkor ' 'a = b'b=! =: g. A bal oldal A-nak,
a jobb B-nek eleme. Tehat g € ANB = {1}, ezért o 'a =1 miatt a = o, és
b="b" Igy a ¢ : (a,b) — ab leképezés bijekci6 A x B és G kbzott.

Kell: ¢ szorzattarté. Lattuk, hogy AN B = {1} miatt A elemei f6lcserélhetsk
B elemeivel. Ha a,a’ € A és b,V € B, akkor a’b = ba’, igy

o((a,b)(a’, b)) = ¢((ad’,bb')) = aa’bl/ = aba’' = ¢((a,b))¢((a,b)). O



Tobb tényezds direkt szorzat

Linearis algebraban ugyanez a feltétel szerepelt: V. =U@®W haUNW = {0} és
U+ W =V. Ebbdl az additiv csoportra kapunk direkt felbontasokat. Példaul
a sik két koordinatatengely direkt Gsszege.

Ha e, f, g origobn atmend, paronként kiilonbozd egyenesek, akkor a sik (additiv
csoportja) nem lesze ® f @ g.

4.9.14. Gyakorlat

A G csoport akkor és csak akkor izomorf A x B x C-vel, ha vannak benne ezekkel
izomorf olyan A*, B*, C* normalosztok, hogy G = A*B*C™*, tovabba
A*N(B*C*) = {1}, B*N(A*C*) = {1}, C*N(A*B*) = {1}. O

Véges sok tényezére: mindegyik ,diszjunkt” a tobbiek szorzatatol.

Példa direkt felbontasra

4.9.3. Gyakorlat

Legyen G = Z§ . Minden elem masodrendd, kivéve 1.

Ha A ={1,3}, B ={1,5}, C={1,7},

akkor G2 AXx BEAXx C2Bx C275 x7L5.

Abel-csoportban minden részcsoport norméloszto.

Ha A, B részcsoportok, akkor |AB| = |A||B|/|AN B| (4.4.31. Gyakorlat). Igy
ha AN B = {1}, akkor |AB| = |A||B].

4.9.25. Gyakorlat

Legyen G = Dg (a 12 elemi diédercsoport).

Ha A= {1,f3} és B = {1, f2, f4,t,tf%,tf*}, akkor G = Dg = Ax B=ZJ x Ds.
A B a szabalyos hatszogbe irt szabalyos haromszoget (mindegy melyiket) meg-
6rzé szimmetridkbol allo részcsoport.

3. A csoportok osztilyozasa

Ismétlés

Minden kételem csoport izomorf Z; -szal.

4.4.23. Tétel

Ha p prim, akkor minden p rendd csoport izomorf Z; -szal.

Vagyis izomorfia erejéig csak egy darab p elemi csoport van.



ZX |1 2 3 4| |zf|1 3 5 7| |Zf|0o 1 2 3
11 2 3 4 113 57 00 1 2 3
2 12 41 3 313175 11230
313 1 4 2 515 7 1 3 212 3 0 1
4 14 3 21 717 5 3 1 3 (3 01 2

Z§ =177, de nem izomorfak Zg -cal, mert abban nincs negyedrendii elem, vagyis
nem ciklikus.

A négyelemii csoportok osztalyozasa

4.5.18. Tétel
Minden négyelemd csoport a négyelemt ciklikus csoporttal, vagy a Klein-cso-
porttal izomorf, attol fiiggden, hogy van-e benne negyedrendi elem, vagy nincs.

Bizonyitas

Legyen |G| = 4. Ha van negyedrendi elem, akkor az altala generélt részcsoport
négyelemd, tehat G ciklikus.

Tegyiik f6l, hogy nincs, legyen G = {1,a,b,c}. Ekkor a, b, ¢ rendje Lagrange
tétele miatt 2, azaz a®> = b =2 = 1.

ab =7 Nem 1, mert ab=1 = b=1b = abb = a.

Nem a, mert ab = a-t a-val egyszertisitve b = 1 lenne.

Hasonloképpen ab nem lehet b, tehat ab=c.

Ugyanigy: a, b, c koziil barmely kett6 szorzata a harmadik. O

Primnégyzet elemszamu csoportok

4.11.3. Kovetkezmény
Minden primnégyzet rendii csoport kommutativ.

A bizonyitas konjugalt elemosztalyokkal torténik.

Kovetkezmény
Ha p prim, akkor izomorfia erejéig két p? rendw csoport van: ZZQ és Z;{ X Z;{ .

Ezek nem izomorfak a véges Abel-csoportok alaptételének egyértelmiségi alli-
tdsa miatt, vagy mert (Z;)? nem ciklikus.

Tehat izomorfia erejéig rendre két 4,9, 25 rendd csoport van.
Izomorfia erejéig egy-egy 1,2,3,5,7,11,13 rendd csoport van.

Kimaradt: 6, 8, 10, 12.

Hatodrendii csoportok

4.8.37. Gyakorlat (NB)
Legyen p paratlan primszam. Ekkor egy 2p rendd csoport vagy ciklikus, vagy a
D5, diédercsoporttal izomorf.

Nem izomorfak, mert csak az egyik kommutativ.



Kovetkezmény
Tehat hatodrendi és tizedrendi csoportbdl is ketts van.

4.5.16. Gyakorlat: S32= Ds.

Bizonyitas
Mindketts egy haromelemd halmaz Osszes permutécioibol all. A Ds esetében
ezek a szabalyos haromszog csicsai.

Nyolcadrendii csoportok

4.11.10. Feladat (NB)

Nyolcadrendi csoport Gtféle létezik.

Nemkommutativak: a D4 diédercsoport és a Q kvaterniécsoport.
Kommutativak: Zg, 75 x 73, 73 x 73 x 73

D4 nem izomorf @-val, mert Dy-ben 6t darab, @-ban pedig csak egy darab
maéasodrendt elem van. A hdrom kommutativ csoport is paronként nemizomorf:
a mésodrendd elemek szdma rendre 1, 3, 7.

4.11. szakasz (NB)
Minden p primre két nemkommutativ és harom kommutativ p> rendd csoport
van.

A kis (legfeljebb 30 elemii) csoportok tablazata: jegyzet, 682. oldal.

p exponensii, nemkommutativ csoport

4.11.12. Gyakorlat

Legyen p pératlan prim, és alljon G < GL(3,Z,) azon métrixokbol, melyek
féatlojaban végig 1, alatta csupa nulla 4ll. Ekkor |G| = p3, G nem kommutativ,
és minden # 1 elemének rendje p.

Bizonyitas

G elemei E + N alakuak, ahol E az egységmatrix, IV szigord fels6 haromszog-
matrix, és igy N° = 0. Mivel EN = NE, ezért

(E+ N)? = EP + pEP~IN + [(p — 1)/2]pEP72N? (alkalmazhaté a binomialis
tétel, az Gsszeg tobbi tagja nulla.) A Z, test f6lott pN = 0. Mivel p paratlan,
(p —1)/2 egész, és ezért az Osszeg harmadik tagja is nulla, azaz (E + N)P = E.
A G rendjének leolvasésa és a nemkommutativitis bizonyitasa HF. O

G-ben és (Z;)?’—ben ugyanazok az elemrendek, de nem izomorfak.

A kocka szimmetriacsoportja

4.9.32. Feladat
A kocka szimmetriacsoportja izomorf Sy x Z3 -vel.

G tranzitivan hat a két tetraéderbdl allo6 halmazon. Legyen K az ACFH sta-
bilizatora. A pélya-stabilizator-tétel miatt a K részcsoport indexe 2, és igy K



ACFH szabélyos tetraéder.
C' BDEG szintén.

norméloszt6. Tovabbd K =5, hiszen 24 elemi, és része Sy o, rpy-nak. Le-
gyen L = {id,r}, ahol r a kézéppontos tiikrézés. L normalosztd, mert r minden
transzformaéacioval felcserélhets. Igy G= K x L. O

4. Egyszeril csoportok

Kommutativ egyszeri csoportok

4.8.2. Definicié
A G csoportot egyszeri csoportnak nevezziik, ha pontosan két normalosztoja
van: a trividlisak (vagyis {1} és G). (Az egyelemi csoport nem egyszert!)

4.8.3. Kovetkezmény
A kommutativ egyszerii csoportok pontosan a primrendii ciklikus csoportok.

Bizonyitas

Egy Abel-csoportban minden részcsoport nyilvan normaloszté. Tehat a kom-
mutativ egyszert csoportok azok, amelyeknek pontosan két részcsoportja van.
Lattuk, hogy ezek pont a primrendd ciklikus csoportok. O

Két fontos példa

4.12.30. Tétel (NB)
Az A, alternalé csoport egyszerii, ha n > 5.

Kovetkezmény: A legalabb 6todfoku altalanos egyenletekre nincs megoldoképlet
(négy alapmiivelettel és gyokvonassal).

4.12.36. Gyakorlat (NB)
Ha n > 5, akkor S,, egyetlen nemtrivilis normélosztdja A,,.

4.8.42. Feladat (NB)
A gbmb mozgéascsoportja, azaz SO(3) egyszert csoport.

4.9.13. Gyakorlat (NB)
A gémb szimmetriacsoportja, O(3)=S0(3) x Z3 .



5. Feloldhaté csoportok

Csoportok bdévitése

Ha N norméloszté G-ben, akkor G-t megprobalhatjuk Gsszerakni N-bol és a
G/N faktorcsoportbol: bdvités. N és G/N mar kisebb csoport, igy egyszertibb
szerkezet. Addig folytathatjuk, amig egyszerd csoporthoz nem jutunk. Igy
minden csoportot ,szétbonthatunk” egyszerd csoportokra.

Az Gsszerakas nem egyértelmi!

Példa

G=2¢ N=1{0,24=27] és G/N=ZF.

G =083 N=A3277 és G/N=7ZF.

Tehét ugyanazokat az egyszertieket kapjuk (Z5 és Z3), mégis ZJ és Sz nem
izomorfak.

Ennek ellenére a ,,G-be bezart egyszerii csoportok” listaja fontos informéciod
minden csoportroél.

Feloldhat6 csoportok

Meseszeri definicié (precizen lasd 4.13.5. Definicio)
Feloldhato: bovitéssel Osszerakhatd primrendi ciklikusokbol.

4.8.15. Allitas: S5 és Sy feloldhato, de Sy nem.

id< A3« S3, a faktorok Z; és Z;
Ezért van a Cardano-képletben kibgyok és négyzetgyok!!

{id} <{id, (12)(34)} «{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < A4 < S;.
A faktorok rendre Z3, Z3, Z3, Z4.
Vigydzat! {id, (12)(34)} nem normalosztd Sy-ben!

id< A5 <S5, és itt As egyszert, de nem primrend.

A G-be ,bezart” egyszeri csoportok listdja egyértelmii (mindegy, hogyan bont-
juk le): Jordan-Holder-tétel (4.13.3).

Feloldhatosag és gyokképlet

Abel, 1824: az altalanos 6t6dfoku egyenletre nincs gyokképlet.

Galois, 1830 koriil: minden egyenletnek definidlta a szimmetriacsoportjat. Be-
latta, hogy ez a csoport pontosan akkor feloldhatd, ha az egyenlet gyokeit fel
lehet irni a négy alapmiivelet és gyokvonés segitségével.

Lasd jegyzet, 6.9. szakasz.

6.6.15. Feladat (NB)
x5 —4x+2 szimmetriacsoportja (Galois-csoportja) Ss. Ezért ennek a polinomnak
a gyokei nem gyokkifejezések.

x® + 3z* — 423 — 522 + x + 1 Galois-csoportja Ds, feloldhatoé. Ezért ennek a
polinomnak a gyokei gyokkifejezések.



6. A véges egyszerii csoportok osztalyozasa

Primhatvanyrendii csoportok
Cauchy, Sylow, 1840-80: primhatvanyrendd csoportok.
Lasd jegyzet, 4.11 szakasz.

4.11.5. K6vetkezmény (NB)
Ha egy primhatvanyrendi csoport egyszert, akkor az primrendii ciklikus cso-
port.

4.13.10. Kovetkezmény
Minden primhatvanyrendii csoport feloldhato.

Mert a lebontéaskor keletkezd egyszertiek primhatvanyrendiiek.
JelentGsége a geometriai szerkeszthetdség elméletében (6.8. Szakasz).

A Mathieu-csoportok

Mathieu, 1880 koriil felfedezett 5 1 egyszerii csoportot.
Jeliik: My, Mia, Moz, Mag, May.

A sikon az egyenesek részhalmazok, és barmely két pont pontosan egy egyenesen
van rajta.

Altalanositas: blokkrendszerek

Legyen X egy 24 elemii halmaz. Ki akarunk valasztani nyolcelemii részhalma-
zokat agy, hogy X minden Gtelemd részhalmaza pontosan egyben legyen benne:
Steiner-rendszer. Lényegében csak egyféleképpen lehet megcsinélni.

Mo, ennek a szimmetriacsoportja. Moz ebben egy pont stabilizdtora, My az
Mss-ban stabilizator.

Burnside kétprimes tétele
Burnside, Frobenius: attorés 1900 tajan.
Ha G csoport, akkor vegyiik a homomorfizmusait GL(n, C)-be. Ezek megfogjak

G szerkezetét. A maétrixok elemei komplex szamok, jol lehet szamolni veliik:
reprezentdcioelmélet.

4.13.11. Burnside ,kétprimes” tétele
Ha a G véges egyszerti csoport rendjének legfeljebb két kiilonb6zé primosztoja
van, akkor az primrendi ciklikus.

Szellemes bizonyités, az elmélet felépitésével egyiitt 30 oldal.

Kovetkezmény
Ha |G| = p%q® (p, q primek), akkor G feloldhato.



Paratlan rendi csoportok

Suzuki, Feit, Thompson: 1963. Csoportelmélet év az Egyesiilt Allamokban.

4.13.12. Feit—Thompson-tétel
Ha a G véges egyszert csoport rendje paratlan, akkor az primrendii ciklikus.

Szamos elméletet kellett kidolgozni hozza. Nagyon nehéz bizonyitas, koriilbeliil
250 oldal. Hasznélja a reprezentacidéelméletet is.

Kovetkezmény
Minden paratlan rendd véges csoport feloldhato.

A klasszifikacié

Sok matematikus dsszefogdsdval, 1982-re sikeriilt megtalalni az Gsszes véges egy-
szert csoportot.

Az emberiség egyik cstucsteljesitménye, a bizonyitas koriilbeliil 10000 oldal.

A véges egyszeri csoportok klasszifikaciéja

18 végtelen sorozat.

Z., ahol p prim az els§ sorozat.

A,, (alternalo csoport), ha n > 5 a masodik sorozat.

A t6bbi 16 sorozat a geometriabol szarmazé, métrixokkal leirhatd csoportokbol
all (pl. unitér matrixok).

26 sporadikus egyszerid csoport: amik nem illenek bele a sorozatokba. Példaul
az 6t Mathieu-csoport sporadikus.

Szamos alkalmazas az algebran kiviil is.

A Szornyeteg

A legkisebb nemkommutativ egyszerd csoport a 60 elemd As. A kovetkez6k
elemszamai: 168, 360, 504, 660, 1092, ...

A legnagyobb sporadikus egyszert csoport a Szérnyeteg (Monster).
FelfeldezGje Fisher és Griess (1982). Elemszama:
808 017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000
azaz koriilbeliil 8.08 - 10°3. Primtényezds felbontasa:
216.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59 - 71,
Ez nagysagrendekkel t&bb, mint a f6ld atomjainak, vagy az Gsrobbanéstél mos-

tandig eltelt nanoszekundumoknak a szdma. Vagyis szamit6gépben nem fér el
példaul a szorzastablaja.

A véges egyszert csoportokrol tovabbi tablazatok taldlhatok a jegyzet T. Flig-
gelékében.
Csoportelméleti fogalmak Gsszefoglalod dbraja: 543. oldal

10



7. Osszefoglalo

A 16. elGadas Gsszefoglalgja

Fogalmak
Csoportok direkt szorzata, projekciok. Egyszert csoport.

Tételek

Elemrend direkt szorzatban. Direkt szorzat mikor ciklikus? Sziikséges feltétel
primitiv gyok létezésére. A véges Abel-csoportok alaptétele. A direkt szorzat
felismerése. Kis elemszamu csoportok. Primnégyzet rendi csoport kommutativ.
Feloldhatosag és gyokképlet. Feit—Thompson-tétel. A véges egyszert csoportok
klasszifikacioja.
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