1. Testbévitések

A résztestek fontossaga

Adottak a sikon pontok. Azon pontok koordinatéi, amelyek ezekbdl kiindulva
megszerkeszthetdk, résztestet alkotnak R-ben. Példaul a kockakettézés feladata
akkor lenne megoldhaté, ha racionélis koordinatéja pontokbdl indulva ebben
benne lenne a {9’/5

Egyenletek gyokjelekkel valé megoldhatosaganak vizsgélataban is testet alkot-
nak az ugynevezett gyokkifejezések. Diofantikus egyenletek vizsgéalatakor hasz-
nos a szorzatta bontést C résztesteiben elvégezni, pl. z2 +y? = (z +iy)(z —iy).

A hibajavito kodok elméletében a véges testek jatszanak szerepet.

Ezekben az alkalmazdsokban tipikusan egy test résztesteit kell felderiteni, vagy
olyan kérdésekre adni valaszt, hogy /2 felirhat6-e racionalis szamokbol kiindul-
va négyzetgyokvonasok segitségével.

Generalt résztest

6.1.5. Definicio

Ha K részteste L-nek, akkor testbdvitésrdl beszéliink.

Ha «,8,... € L, akkor N = K(a,(3,...) a legszikebb olyan részteste L-nek,
amely K-t és az «, 3, ... elemeket tartalmazza.

Vagyis ha T' < L résztest, K CT, a,3,... € T, akkor N C T.

Egyszerd bovités: K < K(«) alkalmas « € L-re.

K(a, ,...) tehat olyan, mint linearis algebraban a generalt altér. De elemei
nem linearis kombinaciék, hanem ugy kaphatok, hogy vessziik az «, 3, . . . elemek
Osszes, tobbhatarozatlant K-beli egyiitthatés polinomjait, majd ezek hanyado-
sait.

Q(v/2,v/3) elemei a + bv/2 + ¢v/3 + dV/6, ahol a,b,c,d € Q. Osszeadasra, kivo-
nésra, szorzasra zartsadg: HF. Reciprokra zartsag: keriilé uton.

Bdévités egy szam négyzetgyokével

Gauss-racionalis szamok
Az a + bi alakd szamok (a,b € Q) részgytrit alkotnak C-ben.

—b
Ez résztest is: - 477 a4 € Q.

a4+ bi a2+b2’esa2+b2’a2+b2




Altalanositas
Legyen u € Q rogzitett szam. Az a+by/u alakt szamok (ahol a,b € Q) résztestet
alkotnak C-ben. HF: Ez Q(\/u).
Valoban: Osszeadasra, ellentettképzésre zart, 0 € Q(y/u): HF.
Ha a + b\/u,c + dv/u € Q(v/u), akkor
(a + by/u)(c+ dy/u) = (ac + bdu) + (ad + be)/u.
Itt ac + bdu € BQ és ac + bc € Q, ezért szorzasra is zart.

—b
a \/ﬂ Lehet-e a2 — b%u = 0?

) o 1
Reciprokképzés: P = a2 — b2u

A reciprok Q(y/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a + by/u # 0. Elsfordulhat-e, hogy a? — b*u = 0?

Elsfordulhat! Példdul ha a = 2, b = 1, u = 4. De ekkor sincs baj, mert
a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:

Ha /u € Q, akkor Q(y/u) = Q, ami test.

Ha nem, akkor az a + by/u elGallitas egyértelmi.

Valoban: a+by/u = c+dy/u = a—c = (d—b)y/u. Hab=d, akkor a = c. Ha
nem: /u = (a—c)/(d—b) € Q lenne. Ezért ha a—b/u =0, akkor a = b =0, és

a+by/u is nulla lenne. Vagyis az a+by/u szamok mindenképpen testet alkotnak.

Fontos lenne Q(«) elemeit jol kezelhetd, egyértelmi alakban folirni.
Pl.: Q(\%) ={a+ b2+ ¢4 ab,ce Q}; a,b, ¢ egyértelm.

2. Egyszeri testbovités

Minimalpolinom test folott

6.1.11. Definici6

Legyen K résszteste L-nek (f6példa: Q < C). Az a € L algebrai K folott, ha
van olyan nem nulla f € K[z], melyre f(«) = 0. Kiilonben « transzcendens K
folott.

6.1.13. Tétel, 5.10.10. Tétel

Egy K folott algebrai o € L elem m, minimdlpolinomja K félott a legala-
csonyabb fokt olyan normalt, K[z]-beli polinom, amelynek o gycke. Minden
f € Klz]-re f(a) =0 <= mq | f- A minimdlpolinom egyértelmden meg-
hatarozott. Ha f € K[z] normélt és f(«) = 0, akkor f = m, pontosan akkor
teljesiil, ha f irreducibilis K folott.

A bizonyitas ugyanaz, mint a mar latott Q < C esetben.



Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, a € L algebrai és n = gr(m,,).

Ekkor K (a) elemei egyértelmiien folirhatok ag +aja+ ...+ a,_1a™ "1 alakban,
ahol ag,ay,...,ap-1 € K.

Jelolje T az ag + a1+ ... + a,—1a™ ! alakd elemek halmazat.

Nyilvan K C T C K(«) és a € T. Kell: T test.

Legyen f(x) =bg+biz+...+ba* € K[x]. Ekkor f(a) =bg+bia+...+brak
az. a egy polinomja.

Az o minden polinomja benne van T-ben. Valoban:
ha f € K[z] akkor f(x) = ma(x)q(x)+(ag+. . .+a,_12" ') (maradékos osztas).
Innen f(a) =ag+...+ap_1a" L €T.

Igy T az o (K-beli egyiitthatos) polinomjainak halmaza. Ezért T zart Gssze-
adasra, kivonasra és szorzasra is.

Elem normalalakja: bizonyitas

Reciprokképzés:

Legyen g € K(x), g(a) # 0, gr(g) < n — 1. Mivel m,, irreducibilis és n-edfoku,
Mg €s g relativ primek. Ezért van olyan p,q € K|z], hogy pg+ gm, = 1. Innen
x — « helyettesitéssel p(a)g(a) = 1. Igy p(a) € K(a) reciproka g(a)-nak.

Egyértelmiiség:
Tegyiik fel, hogy

ag+ara+...+ap_1a™" 1 =by+bia+...+by_1a™ L
Legyen f(x) = (ap—bo)+ (a1 —b1)x+. ..+ (an_1 —bp_1)z" *. Ekkor f(a) =0,
és igy mq | f. Mivel f legfeljebb n — 1-edfoki, csak a nullapolinom lehet. Igy
a; = b; minden j-re. O

A transzcendens eset

Reciprokképzés (méasodik bizonyitas):

Tekintsiik azt a ¢ : K[z] — L homomorfizmust, ami f-hez f(«)-t rendel. Nyil-
van T = Im(p) és (m,) = Ker(p) (hiszen T az a K-beli egyiitthatos polinomjai-
nak a halmaza, a minimalpolinom pedig a Ker(y) fsideal generatoreleme). Igy a
homomorfizmus-tétel miatt 7= K[z]/(mq). Mivel m,, irreducibilis, a gytriiknél
tanultak szerint T test. O

6.1.9. Tétel, 6.1.21. Gyakorlat (HF)

Legyen K részteste L-nek és « € L transzcendens K f6l6tt. Ekkor K (), azaz
L-nek a K-t és a-t tartalmazo legsziikebb részteste az sszes olyan f(a)/g(«)
tortekbdl &ll, ahol f,g € K[z], g # 0. Ez az el6allitas egyértelmd is a kovetkezs
értelemben: f(a)/g(a) = h(a)/k(a) <= f(x)k(x) = g(z)h(x).



3. Generalt résztest

A generalasfogalom haszna

Kules: Q(vZ,v/3) = (Q(v2))(v3) < C.

Bizonyitas

C: Legyen T = (Q(v/2))(v/3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T..
Ezért Q C T és v/2 € T. Mivel T résztest, igy Q(ﬁ, \/3) CcT.

2: Legyen S = Q(v2,V3). Ekkor Q C S és v2,V/3 € S.

Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. Igy (Q(v/2))(v3) C S. O

6.1.8. Gyakorlat, HF
(1) (K (a))(8) = K(a, 8) = (K(8))(c).
(2) K(a,p) = K(a, o + ).
(3) Ha a # 0, akkor K (o, 8) = K(«, af3).

Q(v2,V3) elemei

(Q(v2))(V3) elemei a + vv/3, ahol o,y € Q(v/2).

Valéban: v/3 gydke az 22 — 3 € Q(v/2)[z] polinomnak, igy v/3 minimélpolinom-
ja Q(v2) folott legfeljebb masodfok, ezért az ap + a1v/3 + ... + an_1V3"
képletben n < 2. Itt a = a + by/2 és v = ¢ + dv/3, ahol a,b, ¢, d € Q.

Ezért a +7v3 = a +bv2 + ¢v/3 + dv6. Vagyis Q(v2,v3) = (Q(v2))(v3)

minden eleme ilyen alaku. Mivel ez test, az ilyen alaka elemek reciproka is ilyen
alakd. 0

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)
Ha K < T testb&vités és aq,...,ax € L algebrai K olott, akkor K(aq,...,ak)
elemei p(ayq, ..., a) alakuak, ahol p € Klx1,...,x,], igy osztdsra nincs szikség.

4. Testbdvités foka

A testbdvités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testbdvités, akkor L wvektortér K folott. Az Osszeadas az L-beli
Osszeadés, az L elemeinek a K elemeivel, mint skalarokkal szorzisa az L-beli
szorzés. E vektortér dimenzioja a testbovités foka, jele |L : K|.



6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L algebrai K 5l6tt, akkor |K(a) : K| = gr(mq)-

Bizonyitas

K(a) elemei egyértelmiien ag + aja + ... + a,_1a" ! alakban irhatok, ahol
a0, a1, .-, an_1 € K és n = gr(mg). Ezért 1,a,...,a" ! bazis L-ben K folott,
elemszama n. O

Véges bévités

6.1.18. Definicio
Legyen K részteste L-nek, a € L algebrai és n = gr(m,,).
Ekkor az n szam az « foka K folott, jele gry ().

Tehét gry () = |K(a) : K|.

6.1.20. K6évetkezmény

Ha a € L transzcendens K f616tt, akkor |K(«) : K| végtelen.
Valoban: 1, a,a?,...,o" fiiggetlen K fol6tt minden k-ra.

6.1.17. Definicid
K < L véges bévités, ha L véges dimenzios K folott.

Tehat K < K(«) akkor és csak akkor véges bévités, ha « algebrai K {olott.

5. Testbdvitések fokanak szorzastétele

A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kévetkezmény)
Ha K < L < M testbovitések, akkor K < M pontosan akkor véges bévités, ha
K < L és L < M mindketten végesek. Ilyenkor |M : K| =|M : L|-|L: K|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q, L=Q(\2), M=(Q\2)(W3).

1,v/2 bazis L-ben K folott (mert v/2 ¢ Q).

1,v/3 bézis M-ben L folott (mert /3 ¢ Q(+/2): HF).

Lattuk: az M = (Q(v/2))(v/3) altalanos eleme felirhato
a+7\/§:a+b\/§+0\/§+d\/6alakban, ahol a = a + bv/2 és v = ¢+ dv3.
Ekkor 1, \/5, \/?:, V2v/3 = /6 bazis lesz az L < M bévitésben.

A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
UL, . .., Uy, bazis M-ben L folott, vq,...,v, béazis L-ben K {olott.
Elég belatni: az nm darab v;u; szorzat bdzis M-ben K folott.



M elemei aqug + ... + apug, alakaak, ahol aq, ..., aq, € L.
Mindegyik a; = a;1v1 + ... + ainvp, ahol a;; € K.
Behelyettesitve Y a;jv;u; adodik, igy v,u; generdtorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > a;;v,u; = 0.

Legyen o; = a;1v1 + ... 4 ajnv,. Ekkor aquy + ... + apu, = 0.

Mivel uq, ..., u,, fliggetlen L fol6tt, mindegyik «; = 0.

Mivel vy, ..., v, fiiggetlen K f6l6tt, a;; = 0 minden ¢, j-re.

Ezért v;u; tényleg fiiggetlen rendszer. O

A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas
Elem foka osztdja a bévités fokanak. Pontosabban: Ha K < L véges bévités és
a € L, akkor « algebrai K folott, és gry(a) osztoja |L : K|-nak.

Bizonyitas

Mivel « € L, a generélt résztest definicioja miatt K(a) C L. Véges dimenzids

vektortér altere is véges dimenzios, ezért |K(a) : K| véges. Igy a algebrai

K {6l6tt, és gri (o) = |K () : K|. A szorzastételt alkalmazzuk a
K<K()<L

testlancra. Azt kapjuk, hogy |L : K| = |L : K(«a)| - grg(a). Ezért gri(a)

osztoja |L : K|-nak. O

Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg v/6 fokat Q(V/7) folott.

z7 — 6 a Schénemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q f5l6tt, és ezért ez a /6
minimalpolinomja Q folott. Igy grQ(%) = 7. Hasonléan grQ({iﬁ) = 6 és
|Q(VT): Q[ =6.

Legyen m(z) a v/6 minimalpolinomja Q(V/7) folott. Mivel 27 — 6 € Q(V/7)x]-
nek gydke v/6, ezért m(z) | 27 — 6. Legyen k = gr(m) a v/6 foka Q(¥/7) folstt,
ekkor k < 7.

Q < Q(V7) < Q(VY7)(V6) miatt |Q(V7, V/6) : Q| = 6k. De V6 € Q(V/7, V/6)
miatt 7 osztoja | Q(V/7, V/6) : Q|-nak. Ezért 7 | 6k, ahonnan (7,6) = 1 miatt
7| k. Igy k =7, és az is kijott, hogy 27 — 7 = m(x), vagyis 27 — 6 irreducibilis
Q(V/7) folitt.



6. Az algebrai szamok teste

Véges és algebrai bévités

Ismétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)

Legyen K < L testbévités, a € L. Ekkor gry (o) = |K(a) : K| akkor és csak
akkor véges, ha a algebrai K folott. A K < L véges bovités, ha |L : K| véges.
Ekkor L minden eleme algebrai K folott. A K < L algebrai bévités, ha L minden
eleme algebrai K f6lott. Tehat minden véges bévités algebrai.

6.2.12. Tétel
Az L-nek a K folott algebrai elemei résztestet alkotnak.

Specialisan az algebrai szamok A halmaza résztest C-ben. Ez tehat az algebrai
szamok teste. A Q < A bovités algebrai (nyilvan), de nem véges (HF).

Fok bovebb test folott

6.2.5. Allitas
Algebrai elem k-adik gyoke is algebrai.

Legyen K < L, a € L és 0 # s(x) € K[z], melyre s(a) = 0. Ekkor ¥a gydke
az s(x*) € K[r] nem nulla polinomnak. O

6.2.8. Lemma
Elem foka nagyobb test f6l6tt nem néhet. Vagyis K < L < M, o € M esetén

gr (o) < grg(a).

Ha s(z), illetve ¢(z) az o minimalpolinomja K, illetve L 5l6tt, akkor s € L|x]
és s(a) = 0 miatt ¢ | 5. Igy gr;(a) = gr(t) < gr(s) = gre(a). O

Osszeg és szorzat foka

6.2.10. Kovetkezmény
Legyen K < L testbévités, a, 8 € L algebrai K 6lott. Ekkor a8, a8 és 5 # 0
esetén «/f3 is algebrai K folott, és fokuk legfeljebb gr . (a)gry (B).

Bizonyitas

K < K(a) < K(a)(B) testlanc. A szorzastétel miatt
[K(a)(B) : K| = gri(a)gri a)(B)-

Lattuk, hogy K < K(a) miatt gt (o) (8) < grg(8)-
Ezért [K(a)(8) : K| < grig(a)grg(f).

De a+ 8,a8,a/8 € K(a)(B), igy fokuk < gry(a)grg(8). O
Igy peldaul \7/ 3— V23— \4/ 5+i\/7T+ V3 is algebrai szam. Foka legfeljebb
7-5-4-2-2.6.



Algebrailag zart testek

Emlékeztets (2.5.3. Definicid)
Egy T test algebrailag zdrt, ha minden nem konstans polinom gyoktényezékre
bomlik T folott.

2.5.4, 2.5.18, 6.2.20, HF
Tudjuk analizisb6l, hogy C algebrailag zart. Sem a Q véges bévitései, sem a
véges testek nem algebrailag zartak.

6.4.6, NB
Minden testnek van algebrailag zart b&vitése.

Ezért minden polinomnak szamolhatunk formélisan a gyokeivel! Ez az algebra-
ilag zart bovités analizis nélkiil is megkonstrualhat6. Halmazelméleti (transzfi-
nit) modszereket igényel.

A algebrailag zart

6.2.13. Tétel
Az algebrai szamok A teste algebrailag zdrt.

Bizonyités: Legyen 0 # f(x) = ag + a17 + ... + apz® € Alx] és a € C gydke
f-nek. Belatjuk, hogy a algebrai szdm. Mivel a; algebrai Q folétt, algebrai
minden b&vebb test f6l6tt is. Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik
lépésben wéges bévitést kapunk. Igy |Q(ag, ..., ax) : Q| véges.

De f(x) € Q(ao, - .., ar)[x], ezért « algebrai Q(ag, ..., ax) {6l6tt.

Tehat |Q(ag,.-.,ar)(a) : Q| is véges. Belattuk, hogy a eleme Q egy véges
bovitésének, igy algebrai szam. Tehat minden f € A[z] komplex gyokei algebrai
szamok. Mivel C algebrailag zart, f gyoktényezkre bomlik C f6l6tt. De minden
gyoke A-beli, és igy A folott is. O
A bizonyitasban kihaszndltuk, hogy C algebrailag zdrt!

7. Osszefoglalo

A 14. eldadas Osszefoglaldja

Fogalmak
Testb&vités. Generalt résztest. Egyszerd bévités, algebrai elem foka. Testbovi-
tés foka. Véges és algebrai bgvités.

Tételek

Egyszeri bévités elemeinek normalalakja az algebrai és transzcendens esetben.
A testbovitések fokainak szorzastétele. Elem foka osztdja a bévités fokanak.
Véges és algebrai bovités kapcsolata. Osszeg és szorzat fokinak becslése. Az
algebrai elemek résztestet alkotnak. Az algebrai szamok teste algebrailag zart.



