1. Homomorfizmus csoportban és gytrtiben

Homomorfizmus csoportokra

4.3.1. Definici6 (ismétlés)

Legyen G csoport a * miiveletre, és H csoport a e miiveletre. A ¢ : G — H
leképezés csoporthomomorfizmus, ha mivelettarts: ¥ (axb) = ¢ (a)e(b) minden
a,b € G-re. Ha 1 kolcsonosen egyértelmi, akkor ¢ izomorfizmus.

4.7.7. Homomorfizmusok, amik nem izomorfizmusok

(1) G=2%, H=17}, p(k) = k maradéka mod n.

Homomorfizmus gyirikben

Definicio

Legyenek R és S gytiriik.

Az R Osszeadasa +p, szorzasa xr. Az S Osszeadésa +g, szorzasa *g.

A Y : R — S leképezés gyirihomomorfizmus, ha az 6sszeadédst és a szorzést is
tartja:

Y(a+prbd) =1(a) +5¥(b) minden a,b € R-re,

Y(a*xg b) = 1(a) *s ¥(b) minden a,b € R-re.

Ha v kolcsondsen egyértelmii is, akkor v izomorfizmus.

Peéldak
(1) R=17, S =1Z,, ¢(k) = k maradéka mod n.
(2) R=R[z], S =C, o(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).
(3) R=R, S=C, ¢o(r) =r+0i az R bedgyazdsa C-be.



Elemi tulajdonsagok csoportokra

2.2.44. Feladat

Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus. Ekkor ¢ az egységelemet az egység-
elembe viszi, és inverz képe a kép inverze lesz (azaz ¢ az inverzképzés miiveletét
is tartja).

Bizonyitas
o(lg) = p(lg *1g) = ¢(1g) ® o(1g). Innen p(1g)-vel egyszertsitve (vagyis az
inverzével szorozva) 1y = ¢(1g). Az inverzre vonatkozo éllitas bizonyitasa HF.

4.3.15, 4.3.16. Gyakorlat
Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus és g € G. Ekkor ¢(g) rendje osztdja

g rendjének. Oka: ¢ tartja az egész kitevsjii hatvanyozast: o(g*) = ¢(g)*.

Elemi tulajdonsagok gyfirikre
Minden gytirithomomorfizmus az additiv csoportok kozotti csoporthomomorfiz-
mus is egyuttal.

Kovetkezmény
Ha ¢ : R — S gytirGthomomorfizmus, akkor R nullelemét S nullelemébe viszi,
azaz ¢(0) = 0, tovabba ¢o(—r) = —p(r).

Példa (5.1.20. Gyakorlat)
0 : R = R¥™2 o(r) = (6 8) gytirthomomorfizmus, de R egységelemét nem

viszi R?*? egységelemébe.

Az izomorfizmus azért hasznos, mert az egyforman viselkedd strukturak koziil
csak egyet kell megérteniink.

Az izomorfizmus és a homomorfizmus haszna

Egy olyan homomorfizmmus, amely nem izomorfizmus, sokszor egy bonyolult
strukturat képez egy egyszeriibbe. Az egyszertibb strukturdban mér tudunk
dolgozni, és ezzel informéciot nyeriink a bonyolultabbrol is. Ezt tessziik az
életben is, folyamatok modellezésekor. A ,modellezés” a ,lényeget meg6rzs”
leképezés.

4.7.1 Kérdés

Elsall-e az (12) transzpozici6 harmasciklusok szorzataként? Az Osszes szorzatot
nem tudjuk attekinteni. Az eldjelképzés (homomorfizmus!) segit, mert £1-gyel
konnyd szamolni.

Megoldhaté-e az z2 — 4y? = 999999 diofantikus egyenlet?
Nem: Vegyiik a mod 4 maradékképzés homomorfizmusét Z — Zy.
22 = 3 nem oldhaté meg Z4-ben, csak négy elemet kell kiprébalni.



Csoporthomomorfizmus képe

4.7.2. Definicid
Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Tm(p) = {p(a) | a € G} C H
a @ képe (vagyis a ¢ fliggvény értékkészlete). Nyilvan Im(p) részcsoport H-ban
(4.5.23. Gyakorlat), és ¢ akkor és csak akkor sziirjektiv, ha Tm(p) = H.

Példak

(1) G=H =C", ¢(z) = |z| (abszolut érték).
Ekkor Im(p) a pozitiv valés szamok részcsoportja.

(2) G=R", H=C", p(r) = ri.
Ekkor Im(¢p) a tisztdn képzetes szimok részcsoportja.

(3) G csoport, G < H, p(g) = g. Ekkor Im(p) = G, és igy minden részcsoport
egy alkalmas homomorfizmus képe.

Gytdriihomomorfizmus képe

2.2.25. Definicio
Ha R gytrd, akkor S C R részgyiri, ha S gylrd R miiveleteire, és résztest, ha
maga is test R miveleteire nézve.

S pontosan akkor részgytrt, ha nem iires, és zart R Osszeadaséra, szorzisara
és kivonasara. Ilyenkor S és R nulleleme megegyezik (az egységelem, ha van is,
nem feltétlentil). Ha T test, akkor az S < T részgytri akkor résztest, ha minden
nem nulla elemének a T-beli inverzét is tartalmazza (HF, v6. 2.2.26. Feladat)

5.1.3. Definici6

Ha ¢ : R — S egy gytrtthomomorfizmus, akkor legyen

Im(p) = {e(r) | r € R} C S a ¢ képe (vagyis a ¢ értékkészlete). Nyilvan Im(yp)
részgyurid S-ben.

Csoporthomomorfizmus magja

4.7.4. Definicié
Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen
Ker(p) ={a€G : p(a) =1} CG
a ¢ magja (itt 1 a H csoport egységeleme). Nyilvan Ker(p) részesoport G-ben,
és ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker(y) = {1¢}.

Példak

(1) G=S,, H=7Z", p(f) az f el6jele (azaz +1).
Ker(p) az A, alternalé csoport.



(2) G=GL(n,T), H=T%, p(A) = det(A).
Ker(p) a specidlis linedris csoport, jele SL(n,T).

(3) G =R[z]*, H=C", o(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).
Ker(p) az 22 + 1 tébbszordseibél all (HE).

Gyirihomomorfizmus magja

5.1.3, 5.1.4. Definicio
Minden gytrtthomomorfizmus csoporthomomorfizmus az additiv csoportok ko-
z0tt, igy lehet magrol beszélni, ami nyilvan részgytr.

5.1.5. Tétel

Az R gytrd egy I részhalmaza pontosan akkor magja egy R-en értelmezett
homomorfizmusnak, ha részcsoport R*-ban, és minden a € I és r € R esetén
ar,ra € I.

Legyen ¢ : R — S és I =Ker(p) ={r € R: ¢(r) =0}. Haa,b eI = Ker(p)
és r € R, akkor p(a) = p(b) = 0. Ezért p(a +b) = ¢(a) + ¢(b) = 0, tovabba
p(ra) = (r)p(a) = p(r)0 = 0. Azaz a + b,ra € I, és hasonléan ar € I.

A megforditast faktorgyiri segitségével bizonyitjuk.

Bal- és jobbidealok

5.1.6. Definicio

Egy R gytrl egy I részhalmaza balidedl, ha az Gsszeadasra nézve részcsoport,
ésminden a € I, r € Resetén ra € I. Az I jobbidedl, ha részcsoport, és minden
a€l, re Rrear € I. Az I (kétoldali) idedl, ha bal- és jobbideal is. Jele: I < R.
Ha R kommutativ, egységelemes, akkor az r € R tobbszoroseinek a halmaza,
(r)={rs : s € R} az r altal generdlt foidedl.

Példa: A pdros szdmok a (2) = (—2) f6idealt alkotjak Z-ben. Mert paros sza-
mok Osszege is paros, a nulla is paros, és paros szam ellentettje is paros, azaz
részcsoport; tovabba paros szam minden egész szidmszorosa is paros.
Altalaban: Legyen ¢ : Z — Z,, ¢(k) = k maradéka mod n. Ennek magja az
n-nel oszthaté szamokbol 4llo f6ideal, vagyis (n).

Miiveletek maradékosztalyok kozott

Legyen ¢ : Z — Zp, ¢(k) = k maradéka mod n. Ennek magja, vagyis a 0-ba
mend szamok éppen az n-nel oszthatdéak. A b € Z,-be pontosan az mn+b alaka
szamok képzSdnek, ahol m € Z. Ez épp egy n szerinti maradékosztaly.

Freud-Gyarmati: Szamelmélet, 2.8. szakasz

Legyenek B és C' mod n maradékosztalyok. Ezek Osszegét és szorzatat értel-
mezziik ugy, hogy kivesziink egy-egy b € B, illetve ¢ € C elemet, és B+ C a
b+ ¢ szam, BC pedig a bc szam mod n maradékosztalya legyen.



Példaul ha n = 2, és P a paros, @ a paratlan szamokbol all6 maradékosztaly,
akkor P + P = P (mert pl. 2 + 4 péaros szam), P+ @ = @ (mert pl. 4 + 7
paratlan szam), és hasonléan Q + P = Q, végil Q + Q = P.

Mi ezzel a definiciéval a baj?

A joldefinialtsag problémaja

Mit jelent a ,narancsszin”? Egy narancsnak a szine. Mindegy melyiké: ha masik
narancsot vesziink, ugyanaz a szin.

Mit jelent az ,autdszin”? Semmit, rosszul definidlt fogalom. Hiszen az egyik
auto6 zold, a méasik eziistszind, a harmadik kék.

Azaz ha mésik, V' € B, illetve ¢ € C szdmokat vesziink, akkor b’'c’ maradék-
osztalya ugyanaz lesz-e, mint bc maradékosztalya? Mert ha nem, akkor a kettd
koziil melyik legyen BC? Vagyis ha a maradékosztalyokat mashogy reprezen-
taljuk, ugyanaz lesz-e a mivelet eredménye?

Tudjuk: n | b— b, hiszen b, b’ € B, és ugyanigy n | c — c.
De akkor be—b'c’ = be—bc’ +bd’ —b'¢’ = b(c—¢') 4+ (b—1b")c/, ami n-nel oszthato.
Ezért a maradékosztalyok szorzasa joldefinidlt.

Ideal szerinti maradékosztalyok

Legyen a ¢ : R — S gytrtthomomorfizmus magja I. Ha s € S, akkor az s-re
képz6d6 elemek egy I szerinti mellékosztalyt alkotnak az RT csoportban. Ha
p(r) = s, akkor ez a halmaz r + I.

Valoban, p(z) = s = ¢(r) < @z —r) =0 < z €r+I. Az]I szerinti
mellékosztalyokat maradékosztalyoknak is nevezziik.

Ha I idedl R-ben, akkor az ri + I és ro + I mellékosztalyok Osszegén
az (r1+rq)+ I mellékosztélyt, szorzatan pedig az riro + I mellékosztalyt értjik.
Ezek a miiveletek joldefinialtak.

Bizonyitas (lasd az 5.2. szakasz elején)

Tegyiik fol, hogy 1 + I =i+ T ésro+1 =1+ I, ekkor 11 — 1] € I és
ro —r1h € I. Ezért ry +ro — (r] +15) = (r1 — r}) + (re — r}) € I, hiszen I zart
az Osszeadasra. Ezért az Osszeadas joldefinialt.

Faktorgyiri

Tovabba rire —rirh = r1(re—715) + (r1 —ri)ry € I, hiszen ro — 1, € I és 1 € R
miatt r1(re — rh) € I, ugyanigy (r1 — r})rh € I. Ezért a szorzas is joldefinialt.

Allitas (5.2. szakasz)

Ha I ideal R-ben, akkor az I szerinti maradékosztdlyok a most definidlt Gssze-
adasra és szorzéasra gytrit alkotnak. Neve faktorgyidrd vagy maradékosztdly-
gytrd, jele R/I. Az a ¢ : R — R/I leképezés, melyre o(r) = r + I, egy
gytrihomomorfizmus, magja I. Neve természetes homomorfizmus.



HF: Igazoljuk, hogy a gytiriaxiomak 6roklédnek R-r6l R/I-re, a természetes
homomorfizmus Gsszeg- és szorzattart6, és a magja I. Ezért minden idedl
homomorfizmus-mag.

Szamolas a faktorgyiriiben
Allitas
Z/(n)2Z,.

a+(n)=b+(n) < a-be(n) < nla—->b < a=>b(n).

Vagyis két szam akkor van ugyanabban a mellékosztalyban, ha n-nel osztva
ugyanazt a maradékot adjak.

Ezért az osszes kiilonbo6z6 mellékosztaly: 0+ (n),1+ (n),...,n — 1+ (n).
Allitas: A + : k +— k + (n) bijekci6 izomorfizmus Z,, — Z /(n).

Szorzattartas: ki *, ko a k1ke maradéka modulo n.

Vagyis (k1 *p ka) = k1 %, ko + (n) = k1ka + (n).

Masrészt (k1) (k2) = (k1 + (1)) (k2 + (n)) = kikz + (n).

Azaz p(ky *p, ko) = (k1)1 (k2). Osszegtartas hasonls, HF. O

0,1,...,n — 1 egy reprezentdinsrendszer az (n) ideal szerint.

Szamolas a faktorgyiriiben

Allitas

Legyen G az a+bi alaka komplex szamok gytrtje, ahol a,b € Z (Gauss-egészek).
Ekkor G /(3) egy kilenc elemi test.

Bizonyitéas: Nyilvan 3 | a + bi <= 3 | a és 3 | b. Ezért a + bi ugyanabban
a maradékosztalyban van (3) szerint, mint @ + bi, ahol @ és b az a-nak és b-
nek a 3-mal valé osztasi maradéka. Azok az a + bi szdmok viszont, melyekre
0<a<2é0<b< 2 paronként kiilonb6z6 maradékosztalyban vannak.
Ezért a faktorgytrinek 3 - 3 = 9 eleme van, és ugy is felfoghatjuk, hogy a
Zs gyftrit bovitjlik i-vel, hasonléan ahhoz, ahogy R-et bévitettiik a komplex
szamok bevezetésekor. Az alapmiiveletek képlete ugyanaz, osztasnal be kell
latni, hogy a? + > =0 = a = b = 0. Ez igaz, mert a?,b> = 0 vagy 1 mod 3.
Ezért ez a faktorgytiri test is.

Példa polinomgyfiri faktorara

5.2.6. Allitas: ,Szamitsuk ki’ az R[z]/(2% + 1) faktorgyfrtit.

Hal= (2?+1),akkor f+I=g+1 < 22 +1|f—g.

Vagyis két polinom akkor van ugyanabban a maradékosztilyban, ha 22 4 1-gyel
osztva ugyanazt a maradékot adjak.

A lehetséges maradékok a legfeljebb elséfoku polinomok. Igy az Gsszes kiilon-
b6z6 mellékosztaly: (a + bx) + I (a,b € R).



Példa: Mi lesz x + I négyzete?
(+D)(@+D) =2 +T=-1+(22+1)+I)=-1+1.
HFE: ((a+bz)+ 1)+ ((c+dz)+ 1) = ((a+c)+ (b+d)z) + 1.
HF: ((a+bz) +I)((c+dz) + 1) = ((ac — bd) + (ad + bc)z) + 1.
Azaz a + bi — (a + bz) + I izomorfizmus C — R[z]/(2? + 1)
(

Igazoljuk, hogy Zs[z]/(z? + 1) kilenc elemii test, ami G /
Zs[x]/(2* + 1) nem test, s6t nem is nullosztémentes.

3)-mal izomorf, de

Nulla a nevezdben

Az R/I faktorgytirire ugy érdemes gondolni, hogy az I elemeit nulldvd akarjuk
tenni, és megnézziik, mik a kovetkezmények.

(1) Z/(n)=Z,. Han =0, akkor n +2 = 2, (n+ 2)(n + 3) = 6, ténylegesen
mod n szadmolunk.

(2) Rlz]/(2? +1)=C. Ha 22 + 1 = 0, akkor 2? = —1, és ezért = ,olyan, mint
ha i lenne”. Az f(z) polinombol az f(i) komplex szdm lesz, a komplex
szamtestet kapjuk.

(3) Zs[z]/(z*+z+1). Haa?+x+1 = 0, akkor x olyan, mint ha egy & primitiv
harmadik egységgyok lenne. Mivel Zy f6lott vagyunk, a gytrinek csak
négy eleme lesz: 0, 1, € és € + 1. Testet kapunk, mert € és € + 1 egymaés
inverzei: (e +1) = ¢2 + e = —1 = 1. Ezt a példat késsbb részletesen
kidolgozzuk.

A homomorfizmustétel

5.2.5 Homomorfizmustétel
Ha ¢ : R — S gytirGhomomorfizmus, akkor Im(¢) = R/ Ker(yp).

Bizonyitas: Legyen I = Ker(y). Ekkor az r+1 <> ¢(r) megfeleltetés joldefinialt,
mivelettart6 és kolcsondsen egyértelmi.

Két alkalmazas

(1) R=17, S =1Z,, p(k) = k maradéka mod n.
Itt Im () = Z,, és Ker(p) = (n), ezért Z /(n) 27Z,.

(2) R=R[z], S =C, o(f) = f(i) (¢ az i behelyettesitése).
Itt Im(p) = C és Ker(p) = (22 + 1), ezért R[z]/(2? + 1) = C.

Megjegyzés: Ez csak akkor mikodik, ha C mdr ismert! Ha meg akarjuk konst-
rudlni C-t (vagy mas testeket), akkor érdemes a faktorgytirtt hasznalni.



2. Test, mint faktorgytrd

Négyelemii test

5.2.10 Gyakorlat
A Zs[z]/(x* + x + 1) faktorgytirti négyelem test.

Az 22 + x + 1-gyel val6 osztasi maradék legfeljebb elséfoki.
I=@?+24+1),0=0+1,E=1+I,A=2+I1,B=(x+1)+1.

+/0 E A B *x |O E A B
OO0 FEF A B o0 O 0O O
E|F O B A FE|O E A B
A|lA B O E A|lO A B E
B|B A E O B|O B E A

Példa: AB=(z+)(z+1+1)=(2*+2)+I=1+1=E,
mert 22+ =1+ (22 +z+1)ésa’+ax+1el

(azaz x° + x-nek az x? + x + 1-gyel valo osztdsi maradéka 1).
Test, mert a tablazat szerint A~' =B, B~ ' =A4, E-'=E.

A faktorgytirid mikor test

5.2.9. Allitas

Ha T test és f € T[x], akkor a T[z]/(f) faktorgytri akkor és csak akkor fest,
ha f irreducibilis T {6l6tt.

Bizonyitas

Ha f = gh nemtrivialis felbontas, akkor (g+(f)) (h+(f)) nulla, vagyis T'[z]/(f)
nem nullosztémentes, és igy nem is test.

Ha f irreducibilis, akkor legyen g € T[z], ahol g + (f) nem nulla. Azaz f nem
osztéja g-nek, és mivel f irreducibilis, (f,g) = 1. Ezért fp 4+ gg = 1 alkalmas
p,q € T[z] polinomokra. Innen (g+(f)) (¢+(f)) = 1= fp+(f) = 1+(f), hiszen
f | fp miatt —fp+ (f) nulla. Belattuk tehat, hogy ¢ + (f) inverze g + (f)-nek,
hiszen 1+ (f) a T[z]/(f) faktorgytrd egységeleme. O

3. Ferdetest
A kvaterniok ferdeteste
5.11.1. Gyakorlat (HF)

A C**? gyiiri _zw 1;) alaku elemei egy K részgytrit alkotnak. Ennek min-

den nem nulla eleme invertalhato (méatrix).



i 0 0 1 0 4 .
Legyen I = (O —i)’ J = (_1 O)’ K = (z 0). Ha z = p+ qi &s

w = r + si, akkor zﬁ ;U =pE +ql +rJ + sK (itt E az egységmatrix).

Két ilyet ugy szorozhatunk Ossze, hogy a disztributiv szabaly alapjan kibontjuk
a szorzatot, az E, I, J, K szorzésat elvégezziik gy, ahogy a kvaterniécsoportban
tanultuk, majd 6sszevonunk. Ezentul F, I, J, K helyett rendre 1,4, j, k-t fogunk
irni. A kapott p + ¢i + rj + sk elemek a kvaternidck (p,q,r,s € R).

Kvaternié konjugaltja és normaéaja

5.1.2. Definicio, 5.11.3. Gyakorlat

Az o = p+ qi + rj + sk kvaternio konjugdltjo @ = p — qi — rj — sk, normdja
N(z) = 2z = p*> + ¢®> + r?> + s%. Tovabba af = Ba és N(aB) = N(a)N(B)
minden af € K-ra.

Ha M az a-nak megfelels matrix, akkor a-nak M adjungéltja (transzponalt
konjugaltja), azaz M* felel meg.

MM* az egységmétrix det(M)-szerese, azaz (1/«/N(a))M unitér.

A Gyakorlat utolso ket allitasa azért teljesiil, mert (M N)* = N*M*

és det(MN) = det(M) det(N).

Tehat ha o # 0, akkor « inverze (1/N(a))a. Igy K ferdetest.

Mivel ij = k # —k = ji, ezért K nem kommutativ, azaz nem test.

4. Osszefoglald

A 12, eldadashoz tartozdé vizsgaanyag

Fogalmak

Csoport- és gytrtithomomorfizmus, mag, kép. Részgytrd, ideal, generalt {Gide-
al. Maradékosztaly, faktorgytrt, természetes homomorfizmus. A kvaterniok
ferdeteste, konjugélt, norma.

Tételek

A maradékosztalyok kozotti miveletek joldefinidltak. Az idealok épp a gyi-
rthomomorfizmusok magjai. Homomorfizmus-tétel. Négy- és kilencelemi test
konstrukcioja. A T[x]/(f) faktorgytirtd akkor és csak akkor test, ha f irreduci-
bilis T folott.



