1. Részcsoportok

A részcsoport fogalma

2.2.15. Definicio
Legyen G csoport. A H C G részhalmaz részesoport, ha maga is csoport G
miiveleteire nézve. Jele: H < G.

Az altér fogalmahoz hasonlit.
Példak
1) Cr>RT>Q" >7Z" .

1)

2)

(3) Q* nem részcsoportja CT-nak, mert mas a miivelet!
(4) Z& nem részesoportja Zt-nak: 6 =24+ 4 #2454 = 1.
(5)

A péros permutéaciok részcsoportot alkotnak S,-ben.
Neve alterndlé csoport, jele A,,.

(6) A mozgasok (forgatasok) részcsoport O(2)-ben, jele SO(2).

A részcsoport jellemzése

Tétel (2.2.16. Feladat)
Legyen G csoport, melyben a miivelet jele x. A H C G nem iires részhalmaz
pontosan akkor részcsoport, ha

(1) H zdrt a szorzdsra, azaz tetszSleges hy, ho € H esetén hy x hy € H.
(2) H tartalmazza G neutrdlis elemét.

(3) H zdrt a G-beli inverzképzésre, azaz tetszoleges h € H esetén h™1 € H.

Allitas (4.4.27. Feladat)
(1) Reészcsoportok metszete is részcsoport.

(2) Két részcsoport unidja csak akkor részcsoport, ha valamelyikiik tartalmaz-
za a masikat. O



Komplexusmiiveletek

4.4.2. Definicio

Ha X és Y tetszéleges részhalmazai egy G csoportnak,

akkor XY ={ay : x € X,y € Y} az X és Y komplezusszorzata,
és X1 ={271: z € X} az X komplezusinverze.

Alterek Osszege (vektortérben) szintén komplexusosszeg.

Tétel (4.4.4. Gyakorlat, HF)
Egy G csoport egy H nem iires részhalmazara ekvivalens:

(1) H részcsoport.
(2) HH =H-' = H.
(3) HH-' C H.

Ha H részcsoport és h € H, akkor hH = Hh = H. Minden részcsoport tartal-
mazza a neutralis elemet.

2. Mellékosztalyok

Lagrange tétele

Lagrange tétele (4.4.11)
Véges csoport minden részcsoportjanak elemszadma osztéja a csoport elemsza-
ménak (bizonyitas késébb).

Elnevezések: A csoport elemszama a csoport rendje, jele |G|.
Valodi részcsoport: nem az egész csoport.
Trividlis részcsoport: az egész csoport, és az {1} részcsoport.

Primrendii csoportnak csak két részcsoportja van: a trivialisak.

Bizonyitas

Ha a G csoport elemszama a p prim, akkor Lagrange tétele miatt minden H
részcsoport rendje csak 1 vagy p lehet. Ha |H| = p, akkor H = G. Ha |H| = 1,
akkor H = {1}. O

Mellékosztalyok

A Lagrange-tétel bizonyitasanak vazlata

Ha H < @G, akkor a G csoportot felbontjuk gH alakt halmazokra. Ezek mind-
egyikének elemszama ugyanaz lesz, mint H elemszama. Paronként diszjunktak
lesznek, igy |G| = k|H|, ahol k ezeknek a részhalmazoknak a szama.

4.4.6. Definicio
Ha H < G és g € G, akkor gH = {gh : h € H} bal oldali, Hg = {hg : h€ H}
jobb oldali H szerinti mellékosztaly.



Példa

G =C*%, H=R". Ekkor a H szerinti mellékosztalyok az z-tengellyel (a valos
tengellyel) parhuzamos egyenesek.

Példaul (24 3i) + H = (8 + 3i) + H az y = 3 egyenletii egyenes.

A mellékosztalyok diszjunktak

Lemma (4.4.14. Gyakorlat)
Legyen H < G és a,b € G. Ha a € bH, akkor aH = bH.

Bizonyitas
Mivel a € bH, ezért a = bh alkalmas h € H elemre. Ekkor aH = bhH = bH,
mert hH = H. O

A hH = H bizonyitasadban felhasznaltuk az inverz létezését!

4.4.13. K6vetkezmény
Ha cH-nak és dH-nak van kozos eleme, akkor egyenlSk.

Bizonyitas
Ha a € cH NdH, akkor az el6z8 miatt cH = aH = dH. O

Részcsoport indexe

A Lagrange-tétel bizonyitasa

Ha H < G és g € G, akkor h — gh kdlcsondsen egyértelmii megfeleltetés H
és gH kozott (az egyszerlsitési szabaly miatt). Ezért minden mellékosztaly
elemszama |H|. A mellékosztalyok egyesitése az egész G, mert g € gH. Az
egyenld mellékosztalyok koziil csak egyet vegyiink, ezek paronként diszjunktak.
Ha szamuk k, akkor |G| = k|H|. O

4.4.12. Definici6

Ha H < @G, akkor a kiilonb6z6 H szerinti bal mellékosztalyok szamét a H
részesoport G-beli indexének hivjuk, jele |G : H].

Tehat véges csoportban |G| = |H||G : H|.

A bal és jobb mellékosztalyok szama megegyezik, mert (gH) <+ (gH)™' = Hg™!
bijektiv megfeleltetés (4.4.18. Feladat).

3. Ciklikus részcsoportok

Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevji hatvanyai részcsoportot al-
kotnak G-ben (HF). Ez a g dltal generdlt részcsoport, jele (g). A (g) részcsoport
rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.



4.4.21. Kovetkezmény
Minden elem rendje osztoja a csoport rendjének, igy ¢!¢! = 1.

A masodik allitas igaz, mert o(g) ||G| miatt |G| jo kitevGje g-nek.

4.4.21. Kovetkezmény
Ebbdl kovetkezik a szidmelméletben tanult Euler—Fermat-tétel.
G =177, ekkor |G| = ¢(n), igy ha (g,n) = 1, akkor ¢g¥™) =1 (n).

Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két részcsoportja (a két
trivialis részcsoport), ha G primrendd. Ilyenkor G ciklikus csoport (és igy kom-
mutativ).

Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendd csoportnak csak két részcsoportja van. Tegyiik f6l, hogy
G-nek pontosan két részcsoportja van. Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t61
kiilénb6z6 eleme. Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.
Nem lehet G2 7", mert itt a paros szamok részcsoport. Ha o(g) = n(#£ 1) és p
primosztoja n-nek, akkor a hatvany rendjének képlete miatt A = ¢"/? rendje p.
Igy 1 # h is generalja G-t, azaz G primrend és ciklikus. O

Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus. Ha nem, akkor van
olyan k # 0, hogy g* € H. Ekkor g=% = (¢*)~! € H, azaz van ilyen pozitiv
k is. Legyen m a legkisebb pozitiv egész, melyre ¢ € H. Megmutatjuk, hogy
ekkor (¢™) = H. Nyilvan (¢™) C H. Ha ¢g* € H, akkor k = mq + r ahol
0 <r < m. Ekkor g" = g*¥"™4 = gk(g™)~% € H, hiszen g* g™ € H. Mivel
m minimalis pozitiv volt, csak r = 0 lehetséges. Ezért g¥ = (¢g™)4, vagyis g*
hatvanya g™-nek. Igy H C (¢™). O

Igy Z" részcsoportjai az m-mel oszthaté szamok minden m-re.

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rendi (véges) ciklikus csoport, akkor n minden pozitiv d osztéjdhoz
pontosan egy d rendi részcsoport létezik. Ez g™/ hatvanyaibol all, ahol (9) = G.
G barmely két d rendi eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).



Bizonyitas

Ha H egy d rendd részcsoport, akkor legyen ¢g* € H. Lagrange tétele miatt
(gk)d =1, azaz n | kd, igy (n/d) | k. Az n/d szamnak 0,1,...,n — 1 kozott
csak d tobbszordse van, ezért H csakis a ¢"/¢ elem d darab hatvanyabol allhat.
Ha h € G rendje d, akkor (h) rendje d, ezért (h) = H, azaz h € H. Igy H
generatorelemei pontosan G-nek a d rendi elemei. O

4. Palya és stabilizator

Permutaciécsoportok

4.5.1 Definicié

Legyen X halmaz, ennek elemeit néha pontoknak hivjuk. Az Sx szimmetri-
kus csoport részcsoportjait transzformdciocsoportoknak, illetve véges X esetén
permutdcidcsoportoknak nevezziik.

Ezek sokszor tugy keletkeznek, hogy egy alakzat Osszes szimmetridit vessziik
(példék szerepeltek az els6 elGadason).

Példak

A szabalyos n-szognek 2n szimmetridja van (4.1.23).

Egy rombusznak, ami nem négyzet, 4 szimmetridja van.

Egy téglalapnak, ami nem négyzet, tigyszintén (4.5.27).

Egy kockénak 48 szimmetridja van.

Hogyan lehet ezeket megszamolni?

Példa palyara és stabilizatorra

X a sik, G az ABC szabélyos haromszog szimmetriacsoportja. A G = Djy
diédercsoport elemei: 3 forgatas, 3 tiikkrozés. Alkalmazzuk egy rogzitett pontra
a G csoport Gsszes elemét.

P, pdlydja: ahova G elemei el tudjak vinni
Py pdlydja hatelemt

°P Q1 palydja haromelemt,
mert AB felez6 mer6legesén van

oP; oP; A kozéppont pdlydja egyelemi

Py-et 1 transzformacio hagyja fixen (csak az identités).
Q1-et 2 transzformacio hagyja fixen (egy tiikrozés is).
A kozéppontot 6 transzformacio hagyja fixen (mindegyik).

(Palya elemszama) x (fixalo trafok szama) = csoport rendje



A palya és stabilizator elemszamanak Gsszefiiggése
Legyen G < Sx transzformaciécsoport és z € X.

4.5.5. Definicio

A ¢(z) alaka pontok halmazat, ahol g befutja G elemeit, az « pdlydjinak (orbit-
janak) nevezzik, és G(x)-szel jeloljiik. A palya elemszamat a palya hosszdnak
hivjuk.

4.5.2. Definicio

Tekintsiik azokat a g € G elemeket, melyek x-et fizen hagyjik, azaz g(x) = x.
Ezek nyilvan részcsoportot alkotnak G-ben, melynek neve az z pont G-beli
stabilizdtora, jele G.

4.5.8. Tétel
Egy pont palyajanak a hossza a stabilizatoranak az indexe.
Képletben: |G(z)| = |G : G|, és igy |G(z)| - |G| = |G]|.

A stabilizator szerinti mellékosztaly jelentése

4.5.3. Lemma
Legyen G < Sx, g € G, z € X és y = g(z). Ekkor azok az f € G elemek,
melyekre f(x) =y, a gG, mellékosztalyt alkotjak.

Bizonyitas
Mivel g(z) = y, ezért tetszéleges f € G esetén
fo)=y <= g 'f(x) =2 = g7 f€G, = fe€gG,. O

A palya-stabilizator tétel bizonyitasa

Yy € G(x)-hez hozzarendeljik: a(y) ={f € G : f(z) =y}.

A Lemma szerint ez a halmaz egy G, szerinti bal mellékosztéaly.

a sziirjektiv: Ha g € G és y = g(z) € G(x), akkor gG, = a(y).

a injektiv: Ha y; # ys, akkor a(y;) # a(ys2), mert ha g kozos elemiik lenne,
akkor y; = g(x) = yo teljesiilne. O

5. A palyak particiét alkotnak

A palyak diszjunktak

Legyen X a sik.

Ha G az O pont koriili forgatdsok csoportja, akkor minden P € X palyaja egy
O koriili kérvonal (kivéve O palyaja {O}).

Ha G az z-tengellyel parhuzamos eltolasok csoportja, akkor minden P € X
palydja egy x-tengellyel parhuzamos egyenes.

Mindkét esetben a palyak paronként diszjunkt halmazokra osztjak fel a sikot,



4.5.6. Allitas
Legyen G < Sx transzformécidcsoport. Ekkor G Gsszes palyéi az X halmaz egy

egész X.
Elnevezés: G tranzitiv, ha az egész X egyetlen pélya.

Ekvivalenciarelacié

4.4.8. Definicié, E.1. Fiiggelék
Az R relaciot ekvivalenciareldcionak nevezziik, ha barmely x,y,z € X esetén
teljesiil az alabbi harom tulajdonsag.

(1) R reflexiv, azaz x R x minden z-re.
(2) R szimmetrikus, azaz ha ¢ Ry, akkor y R x.

(3) R tranzitiv, azaz ha x Ry és y R z, akkor = R z.

4.4.9. Tétel, HF
Ha R ekvivalenciarelacié az X halmazon és a € X esetén R, azoknak az X-
beli z elemeknek a halmaza, melyekre a R z, akkor az R, halmazok az X egy

A

particiojat adjak. O

Az R, halmazok k6zott lehetnek egyenlSk; az éllitast ugy kell érteni, hogy bér-
mely ketts vagy egyenls, vagy diszjunkt.

Példak ekvivalenciarelaciéra

Az egész szamok halmazéan a kongruencidk.

Pl. m R n akkor és csak akkor, ha m =n (3) (azaz 3 | m —n).
Ekkor harom osztaly van: a modulo 3 maradékosztdlyok.
Példaul Rg a harommal oszthaté szamok halmaza.

Az el6z6 altalanositasaként legyen H részcsoport G-ben.
a R b akkor és csak akkor, ha ab~! € H.

Ekkor b osztélya R, = bH (bal oldali mellékosztaly).
Lagrange tételét igy is bizonyithattuk volna!

Legyen G < Sx transzformaciécsoport.
x Ry akkor és csak akkor, ha g(z) = y alkalmas g € G-re.
Ekkor R, az x € X pélyaja, igy a palyak particiot alkotnak. O

Mindhdrom esetben ellendrizni kell, hogy R ekvivalenciareldcid!



6. Leszamlalasi alkalmazasok

A négyzet szimmetriainak a szama

D c
ABCD egy négyzet,
A B G a szimmetriacsoportja.

A G elemei a négyzet csicsait permutaljak. A G tranzitiv: barmely csics bar-
mely masikba atforgathato. Ezért az A csics pélydja négyelemi: {A, B,C, D}.
Legyen H = G4 < G az A csucs stabilizatora. Ekkor |G| = 4|H|.

Mely csiicsokba viheti eqy h € H elem a B csicsot?

Mivel h tavolsagtarto, AB hossza egyenlé h(A)h(B) hosszéaval. De h(A) = A,
ezért h(B) nem lehet C. Ha h = id akkor h(B) = B. Ha h az AC-re tiikrozés:
h(B) = D. Ezért H-nal a B palyaja {B, D}, azaz kételemii. A Hp stabilizator
egyelemii, mert A, B-t G-ben csak id fixalja. Igy |H| = 2|Hp| = 2. Tehat
|G| =4|H|=4-2=28.

A kocka szimmetriainak a szama

ABCDEFGH egy kocka,
G a szimmetriacsoportja.

4.5.9. Allitas

A atvihets B-be az AB felez6 merdleges sikjara tiikrozéssel. Hasonloan minden
csics a szomszédjaba, ezért G tranzitiv.

Igy az A cstcs pélyaja nyolcelemii: {A, B,C,D,E,F,G, H}.

Legyen H = G4 < G az A csucs stabilizatora. Ekkor |G| = 8|H|.

Minden h € H tavolsagtarto és h(A) = A, igy h(B) € {B, D, E}. Ezeket meg is
kapjuk AG koriili forgatassal (£120°). Ezért H-nél a B palyaja hdromelemii,
és igy |H| = 3| Hp|.

Legyen L = Hp, ennél C pélyaja a kételemii {C, F'} (HF).

Végiil L-ben C' stabilizatora mar egyelemi lesz (HE).

Igy |G| =8|H|=8-3|L|=8-3-2|Lc|=8-3-2-1=148.

7. Lényegesen kiilonb6z6 megoldasok

Burnside-(Cauchy-Frobenius-)lemma

4.5.30. Feladat
Ha G < Sx permutaciécsoport, akkor G palydinak szama éppen a G elemei
fixpontjainak atlagos szama.



Példa

Legyen G = Ay. Ez tranzitiv, a palyak szama 1. Az egységelemnek 4 fixpontja

van. A harmasciklusoknak 1 fixpontja van, 8 darab harmasciklus. Az (ab)(cd)

4+8-1+3-0 1
12 -

Olyan leszamlélasi feladatoknél hasznos, ahol bizonyos megoldasokat ,nem te-

kintiink kiilonb6zének.” Ezek valamilyen szimmetridval vihetSk egymasba.

alaku permutécioknak 0 fixpontja van, 3 darab. Az atlag:

Egy leszamlalasi feladat

A 3 x 3-as sakktablan hanyféleképp valaszthatunk két mez6t? Es ha a forga-
tassal egymasba vihet$ megoldasokat azonosnak vessziik? Es ha a tiikrozéssel
egymasba vihetdsket is?

Mivel 3 - 3 mez& van, az elsé kérdésre a vélasz <g) = 36.

Legyen G a négy forgatasbol allo (ciklikus) csoport, ez permutélja a 36 megol-
dast. Két megoldas akkor vihet$ forgatassal egymasba, ha egy palyan vannak.
Ezért a méasodik kérdés a palyék szamal!

A feladat harmadik kérdésénél a csoport a négyzet szimmetriacsoportja, azaz a
D, diédercsoport.

A feladat megoldasa

A 3 x 3-as sakktablan hanyféleképp valaszthatunk két mezét, ha a forgatassal
egymasba viheté megoldasokat azonosnak vessziik?

Ki kell szamolnunk a fixpontok atlagos szamat.

Az identitasnak nyilvan 36 fixpontja van.

A 180°-0s forgatasnak a kozéppontra tiikros megoldasok a fixpontjai. Ezek
szama (9 —1)/2 = 4.

Egyik 90°-0s forgatasnak sincs fixpontja a 36 kozott (ehhez 1, vagy legalabb 4
mez6t kellene valasztani a feladatban). Igy a palyak szama (36+4+2-0)/4 = 10.

©) o ©)

©) (0] (0]




A forgatas és tiikrozés esete

Ha tiikrozést is megengediink, akkor nyolc szimmetria van. Az identitas, il-
letve a forgatasok fixpontjainak szama ugyanaz, mint az el6z6 esetben. Mind
a négy tengelyes tiikrozés esetében hat fixpont van, ebbdl harom olyan, ahol a
kivalasztott mezok a tengelyen vannak. Az eredmény (36+4+2-0+4-6)/8 = 8.

[o [o

Négy csuicsu grafok

4 -
Négy szamozott csticson 2(2) = 64 graf van. Es izomorfia erejéig? Az Sy teljes
szimmetrikus csoport permutalja ezeket a grafokat.

identitéas 1 permutaci6 64 graf fixpont 64 =164
(123) 8 permutacio 4 graf fixpont 32=8-4
(1234) 6 permutaci6 4 graf fixpont 24 =6-4
(12) 6 permutaci6 16 graf fixpont 96 =6-16
(12)(34) 3 permutéaci6 16 graf fixpont 48 =3-16
Osszesen: 24 permutécio 264 =24-11

Tehat 11 darab nemizomorf négycsicsu graf van.

Az (123) permutéci6 (1 — 2 — 3 — 1 és 4 +— 4) fixpont-grafjai:
1 1 1 1o
2%4 2% o4 2}04 20 o4
3 3 3 30

A Burnside-lemma bizonyitasa

Legyenek G pélyai az X halmazon Oy, ...,Of. (Ezek paronként nem metszik
egymast és lefedik X-et.) Keétféleképpen megszamoljuk azokat a (g, A) parokat,
ahol g(A)=A (és g € G, A € X). A szamuk legyen N.

Régzitett A mellett ez A stabilizitoranak elemszama. A pélya-stabilizator tétel
miatt a |G|/|O;| szamokat kell Gsszeadni, a |G|/|O;|-t annyiszor, ahany eleme
O;-nek van. Ezért N = k|G| (ahol k a palyak szama).

Rogzitett g mellett g fixpontjainak szamat kapjuk. Tehdt NV a fixpontok szadma-
nak Gsszege is egyuttal. A G elemszaméaval osztva az allitast kapjuk: a fixpontok
szamanak atlaga a palyak szama. O

10



8. Csoporthatas

Csoporthatas: Példa

4.5.29. Feladat
Egy kockanak harom szemkoztes lapparja van. Ezeket a kocka G szimmetria-
csoportja permutalja. Mik a palyak, és a stabilizatorok?

90 fokos forgatasokkal egymasba vihetSk: tranzitiv. Ezért a stabilizatorok G-
nek 48/3 = 16 elemd részcsoportjai.

Probléma:

G elemei egybevagdsigi transzforméciok, a tér pontjait permutéiljak. G nem is
részcsoportja a harom lapbol all6 halmaz permutacioibol allé csoportnak. Mit
jelent a palya és stabilizator?

Megoldas: G elemei ,hatnak” a szemkoztes lapparok halmazan.
Ugyanigy: hatnak pl. a kocka éleinek halmazén is. Ha g € G, akkor g az AB élt
a g(A)g(B) élbe ,wiszi”.

Csoporthatas: definicié

4.5.12. Definici6

A G csoport hat az X halmazon, ha minden g € G és z € X esetén értelmezve
van g x x € X ugy, hogy

g (hxx) = (gh) * x (a szorzat kompozicioként hat), és

1% 2 =z (az egységelem identikusan hat).

Minden G < Sx permutaciocsoport hatas: g * x = g(z).

4.5.14. Definicio

Ha G hat X-en, akkor z € X pdlydja {g(z) : g € G};

g € G stabilizatora {g € G : g(x) = z}.

Mind a palya-stabilizator-tétel, mind a Burnside-lemma érvényes csoporthata-
sokra is, ugyanazzal a bizonyitassal.

Cayley tétele

4.12.3. Gyakorlat

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor legyen ¥ : G — Sx az a leképezés,
amely a g € G elemhez a g hatasat, mint permutéciot rendeli,

azaz U(g)(z) = g * . Ekkor ¢ csoporthomomorfizmus.

Biz.: U(gh)(z) = (gh) sz =g* (hxx) = [¥(g) o ¥(h)](x). O

4.6.24. Tétel (Cayley)
Minden csoport izomorf egy permutacidécsoporttal.
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Bizonyitas: A g € G elemnek megfelel permutaciot a Cayley-tédblazat g-hez
tartozo sora adja meg.

Formaélisan: Legyen X = G és g xx = gz (vagyis G 6nmagan hat balszorzassal).
Legyen U az ehhez tartoz6 homomorfizmus a fentiek szerint. Ker(¥) = {1},
mert ha g x h = h minden h-ra, akkor ¢ = 1. A homomorfizmus-tétel miatt
G=Im(V) < Sg. O

9. Osszefoglald

A 11. eldadashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Részcsoport, komplexusmiiveletek, mellékosztaly, index. Egy elemmel generalt
részcsoport. Ekvivalencia-relacié. Permutéaciécsoport, palya, stabilizator, tran-
zitivitas. Csoporthatés.

Tételek

Részcsoport jellemzése zartsaggal. A mellékosztalyok diszjunktak. A bal és
jobb index egyenls. Lagrange tétele részcsoportra és elemrendre. Primrendd,
illetve ciklikus csoportok részcsoportjai. Csoportok, melyeknek csak két rész-
csoportja van. Palya-stabilizator-tétel. A palyak particiot alkotnak. A kocka
szimmetriacsoportja. Burnside-lemma. Cayley-tétel.
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