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Haromszog-szimmetria

Rubin Zatfir Kalcit
aluminium-oxid: Al,O3 kalcium-karbonat: CaCOj3

Hematit Ametiszt Kvarc
vasoxid: FeyO3 szilicium-dioxid: SiO»
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Hatszog-szimmetria

Berill (berillium-aluminium-szilikat): BesAl>(SiO3)g
Egy szimmetriatengely kériili 60°-os elforgatas. J

Vorés berill Akvamarin
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Kocka—oktaéder-szimmetria

- . E"‘.—-".. : 4l e
Galenit Gyémant Fluorit
Slom-szulfid: PbS szén: C kalcium-fluorid: CaF,
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Kocka—oktaéder-szimmetria

Osszesen 48 szimmetria. )

Fluorit
kalcium-fluorid: CaF»

Galenit
Slom-szulfid: PbS
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C.5.2. Példa: ekliptika

A bolygdk keringése soran a bolygé energiaja,
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A bolygdk keringése soran a bolygé energiaja, perdiiletének
nagysaga




Szimmetriak a fizikdban Lin. és absztrakt algebra 10. el8adas 5/ 35

A bolygémozgas szimmetridja

C.5.2. Példa: ekliptika

A bolygdk keringése soran a bolygé energiaja, perdiiletének
nagysaga és iranya
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A bolygémozgas szimmetridja

C.5.2. Példa: ekliptika

A bolygdk keringése soran a bolygé energiaja, perdiiletének
nagysaga és iranya nem valtozik a mozgas soran.
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A bolygémozgas szimmetridja

C.5.2. Példa: ekliptika

A bolygdk keringése soran a bolygé energiaja, perdiiletének
nagysaga és iranya nem valtozik a mozgas soran.

A nap kdzéppontja, a Fold kdzéppontja és sebességvektora
egy sikot hataroz meg, melyre a kiinduléallapot szimmetrikus.
Igy az egész mozgas is tiikdrszimmetrikus,

azaz a Féld mindvégig benne marad ebben a sikban.
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A bolygémozgas szimmetridja

C.5.2. Példa: ekliptika

A bolygdk keringése soran a bolygé energiaja, perdiiletének
nagysaga és iranya nem valtozik a mozgas soran.
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C.5.4. Tétel

Emmy Noether eredménye szerint Gsszefliggés van
a téridé szimmetriai
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A bolygémozgas szimmetridja

C.5.2. Példa: ekliptika

A bolygdk keringése soran a bolygé energiaja, perdiiletének
nagysaga és iranya nem valtozik a mozgas soran.

A nap kdzéppontja, a Fold kdzéppontja és sebességvektora
egy sikot hataroz meg, melyre a kiinduléallapot szimmetrikus.
Igy az egész mozgas is tiikdrszimmetrikus,

azaz a Féld mindvégig benne marad ebben a sikban.

C.5.4. Tétel

Emmy Noether eredménye szerint Gsszefliggés van

a téridé szimmetriai és a fizika megmaradé mennyiségei
(lendiilet, energia, perdiilet) kozott.
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Szinképvonalak felhasadasa

A Nap szinképe, J
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Metanmolekula: CHy, J
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Szinképvonalak felhasadasa

A Nap szinképe, a hidrogén elnyelési és emisszids vonalai.

Metanmolekula: CHa, 24 szimmetria (szabalyos tetraéder). J

G%

Zeeman-hatas:
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Szinképvonalak felhasadasa

A Nap szinképe, a hidrogén elnyelési és emisszids vonalai. J

Metanmolekula: CHa, 24 szimmetria (szabalyos tetraéder). J

C}%

Zeeman-hatas: a magneses tér a szinképvonalakat
két vagy harom komponensre bontja szét.
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Szinképvonalak felhasadasa

A Nap szinképe, a hidrogén elnyelési és emisszids vonalai. J

Metanmolekula: CHa, 24 szimmetria (szabalyos tetraéder). J

Q%

Zeeman-hatas: a magneses tér a szinképvonalakat
két vagy harom komponensre bontja szét.
Oka: magneses térben megszlinnek egyes szimmetriak.
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Szinképvonalak felhasadasa

A Nap szinképe, a hidrogén elnyelési és emisszids vonalai. J

Metanmolekula: CHa, 24 szimmetria (szabalyos tetraéder). J

C}%

Zeeman-hatas: a magneses tér a szinképvonalakat

két vagy harom komponensre bontja szét.

Oka: magneses térben megszlinnek egyes szimmetriak.
Matematikai apparatus: a szimmetriak csoportjan alapul.
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Lorentz-transzformaciék

A specialis relativitaselméletben a térid6é szimmetriait
a Lorentz-transzformaciok adjak meg.

Lasd Kiss-jegyzet, 4.1. és C.6. szakasz.

A fenti kép az infravords tartomanyban késziilt.
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Lorentz-transzformaciék

A specialis relativitaselméletben a térid6é szimmetriait
a Lorentz-transzformaciok adjak meg.

Lasd Kiss-jegyzet, 4.1. és C.6. szakasz.
A C.7. szakaszban az Androméda-kédbe is elutazunk.
A fenti kép az infravords tartomanyban késziilt.
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HF: Az emelés és a felsé két lap cseréjének
sokszori alkalmazasaval minden sorrend megkaphaté
(ha elég ligyesek vagyunk.)
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Kartyakeverés

,Emelés’: a csomag tetejérdl az aljara tesziink egy lapot.
HF: Az emelés és a felsé két lap cseréjének

sokszori alkalmazasaval minden sorrend megkaphaté

(ha elég ligyesek vagyunk.)

Tétel

Ha mindkét mozdulatot 1/2 valdsziniiséggel,
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Kartyakeverés

,Emelés’: a csomag tetejérdl az aljara tesziink egy lapot.
HF: Az emelés és a felsé két lap cseréjének

sokszori alkalmazasaval minden sorrend megkaphaté
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Tétel

Ha mindkét mozdulatot 1/2 valdsziniiséggel, figgetleniil,
nagyon sokszor,
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Kartyakeverés

,Emelés’: a csomag tetejérdl az aljara tesziink egy lapot.
HF: Az emelés és a felsé két lap cseréjének

sokszori alkalmazasaval minden sorrend megkaphaté

(ha elég ligyesek vagyunk.)

Tétel

Ha mindkét mozdulatot 1/2 valdsziniiséggel, figgetleniil,
nagyon sokszor, véletlenszeriien alkalmazzuk,
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valdsziniiség j6, és a mozdulatok masmilyenek is lehetnek
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Tétel

Ha mindkét mozdulatot 1/2 valdsziniiséggel, figgetleniil,
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Kartyakeverés

,Emelés’: a csomag tetejérdl az aljara tesziink egy lapot.
HF: Az emelés és a felsé két lap cseréjének

sokszori alkalmazasaval minden sorrend megkaphaté

(ha elég ligyesek vagyunk.)

Tétel

Ha mindkét mozdulatot 1/2 valdsziniiséggel, figgetleniil,
nagyon sokszor, véletlenszertien alkalmazzuk, akkor

egy id6 utan a csomag j6l megkeveredik, azaz a lapok
minden sorrendjét kdzel egyforma valészintiséggel megkapjuk.

Sokkal altalanosabban is igaz. Az 1/2 helyett minden pozitiv
valdsziniiség j6, és a mozdulatok masmilyenek is lehetnek
(csak ki lehessen keverni bel6liik minden sorrendet).
Bizonyitas: ugyanaz az apparatus, mint a metanmolekulanal.
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Erlangeni program (Felix Klein, 1872).
Altalanos vezérl elv: milyen szimmetriak érvényesek.
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Csoportok a geometridban

Sokféle geometriat hasznos vizsgalni. Példak:
o euklideszi geometria,
o Bolyai-geometria,
@ gombi geometria,

@ projektiv geometria.

Erlangeni program (Felix Klein, 1872).
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llyen példaul a vetités (fényképzés, panoramaképek illesztése).
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Szalay Mihaly: Szamelmélet (kozépiskolai tagozatos tankdnyv).
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osztalyozasanak bizonyitasa tobb, mint tizezer oldal!
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zardjeleziink, ugyanazt kapjuk (2.2.2. Feladat).

Ha kommutativ is, akkor a tényezék sorrendje sem szamit
(2.2.5. Feladat).
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Ha R egységelemes gylir(i, akkor az invertilhaté elemek csoportot
alkotnak a szorzasra. Ez az R multiplikativ csoportja, jele R*. J

Példak: A nem nulla komplex/valés/racionalis szamok.
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X . . . . . .
(T”X”) elemei a nem nulla determinansi matrixok.
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HF: A 7 csoport elemei 0,1,....n — 1 kdziil az n-hez
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Elemek: +1, +/, +/, +k.

«O>» «F>» «E)>»

« =)

DA
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A kvaterniécsoport

4.5.21. Gyakorlat

Elemek: +1, +i, &/, +k. Szabalyok: i? = j> = k> = —1,
ij = k, jk =i, ki =j, viszont ji = —k, kj = —i, ik = —].

Q | 1 i j Kk -1 —i —j —k
1 1 i k-1 —i —j —k
ili -1 k- —i 1 —k
Jl o =k -1 i - k1 —i
k| k j —i -1 —k —j i 1

“1|-1 —i —j —k 1 i j k

=i 1 —k i -1 k —j

=i k1 —i j —k -1 i

k| -k —j i 1 k j —i -1
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A kvaterniécsoport

4.5.21. Gyakorlat

Elemek: +1, +i, &/, +k. Szabalyok: i? = j> = k> = —1,
ij =k, jk =1, ki = j, viszont ji = —k, kj = —i, ik = —}.
Az asszociativitas ellen6rzése matrixokkal a gydriknél.

Q 1 i J k -1 —i —j —k
1 1 i J k -1 —i —j —k
i i -1 k —j —i 1 —k
J j -k -1 i —j k 1 —
k k j —i -1 —k —j i 1
-1|-1 —i —j =k 1 i J k
—i | =i 1 —k i =1 k —j
—j | = k 1 —i j —k -1 i
—k | —k —j i 1 kK j —i -1
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leképezéseket X transzformacidinak nevezziik, halmazuk Sx. J

Figyelem: A linearis transzformaciok kdzdtt megengedtiink
nem bijektiveket is! A mostani terminoldgia mas.
Ha X véges, akkor inkabb permutacickrdl beszéliink.

[smétlés

Ha f.g € Sx, akkor legyen (f o g)(x) = f(g(x)).

fogazf é g kompoziciéja vagy szorzata, jele néha fg.

Ez asszociativ mivelet, de altaldban nem kommutativ.

Az identitas egységelem: id(x) = x minden x € X-re.

Minden f € Sx fliggvénynek van kétoldali inverze:

h = f~! azt jelenti, hogy f(x) =y <= h(y) = x.

Ezért Sx csoport a kompoziciéra. Neve: szimmetrikus csoport.
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Ciklusfelbontas

4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és x1,x2, X3, ..., X1, xx € X.
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Ciklusfelbontas

4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, X0, X3, ..., Xk_1,Xx) @z a permutacio, amelynél
X1 = X2
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Ciklusfelbontas

4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, X0, X3, ..., Xk_1,Xx) @z a permutacio, amelynél
X1 = X2 — X3




Példak csoportokra Lin. és absztrakt algebra 10. eléadas 17 / 35

Ciklusfelbontas

4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
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4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, X0, X3, ..., Xk_1,Xx) @z a permutacio, amelynél
X1 = X0 = X3 = ... = Xk—1 — Xk — X1,
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Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, X0, X3, ..., Xk_1,Xx) @z a permutacio, amelynél

X1 > Xo > X3 > ... — Xk_1 — Xk — x1, és X tobbi eleme
a helyén (fixen) marad.
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4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, %0, X3, ..., X1, Xx) @z @ permutacié, amelynél

X1 > Xo > X3 > ... — Xk_1 — Xk — x1, és X tobbi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.
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X1 > Xo > X3 > ... — Xk_1 — Xk — x1, és X tobbi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.
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(X1, %0, X3, ..., X1, Xx) @z @ permutacié, amelynél

X1 > Xo > X3 > ... — Xk_1 — Xk — x1, és X tobbi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.
Diszjunkt ciklusok: nincs kdzds elemiik.

Tétel (4.2.21. és 4.2.22)

Ha X véges halmaz, akkor minden Sx-beli permutécié
a sorrendtél eltekintve egyértelmien felirhaté
paronként diszjunkt ciklusok szorzataként.
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Ciklusfelbontas

4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, %0, X3, ..., X1, Xx) @z @ permutacié, amelynél

X1 > Xo > X3 > ... — Xk_1 — Xk — x1, és X tobbi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.
Diszjunkt ciklusok: nincs kdzds elemiik.

Tétel (4.2.21. és 4.2.22)

Ha X véges halmaz, akkor minden Sx-beli permutécié
a sorrendtél eltekintve egyértelmien felirhaté
paronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

12345678 9]
4197 2658 3]

Példa:
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4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, %0, X3, ..., X1, Xx) @z @ permutacié, amelynél

X1 > Xo > X3 > ... — Xk_1 — Xk — x1, és X tobbi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.
Diszjunkt ciklusok: nincs kdzds elemiik.

Tétel (4.2.21. és 4.2.22)

Ha X véges halmaz, akkor minden Sx-beli permutécié
a sorrendtél eltekintve egyértelmien felirhaté
paronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

1 23 45 6 7 89
41 9 7 2 6 5 8 3

Példa: = (14752)



Példak csoportokra Lin. és absztrakt algebra 10. eléadas 17 / 35

Ciklusfelbontas

4.2.17. Definici6 (lasd 15. Algebra és szamelmélet dia)

Legyen X halmaz és xi,x2, x3, ..., x,_1,xx € X. Ekkor
(X1, %0, X3, ..., X1, Xx) @z @ permutacié, amelynél

X1 > Xo > X3 > ... — Xk_1 — Xk — x1, és X tobbi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.
Diszjunkt ciklusok: nincs kdzds elemiik.

Tétel (4.2.21. és 4.2.22)

Ha X véges halmaz, akkor minden Sx-beli permutécié
a sorrendtél eltekintve egyértelmien felirhaté
paronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

1 23 45 6 7 89
41 9 7 2 6 5 8 3

Példa: — (14752)(39).
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Az el6jel kiszamitasa

4.2.24. Kovetkezmény

Paros hosszl ciklus paratlan permutacid,
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4.2.24. Kovetkezmény

Paros hosszl ciklus paratlan permutacid, paratlan hosszi ciklus
paros permutacio.
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Az el6jel kiszamitasa

4.2.24. Kovetkezmény
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paros permutacié. Egy permutacié pontosan akkor paratlan, ha
ciklusfelbontasaban a paros hosszi ciklusok szama paratlan.
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Hasznaljuk fol, hogy sg(fg) = sg(f)sg(g)- O
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Az el6jel kiszamitasa

4.2.24. Kovetkezmény

Paros hosszl ciklus paratlan permutacid, paratlan hosszi ciklus
paros permutacié. Egy permutacié pontosan akkor paratlan, ha
ciklusfelbontasaban a paros hosszi ciklusok szama paratlan.

Bizonyitas

HF: (x1...xk) = (ax2)(x2x3) . .. (Xk—2xk—1) (Xk—1Xk)-
Azaz egy k hosszl ciklus k — 1 darab transzpozici6 szorzata.
Hasznaljuk fol, hogy sg(fg) = sg(f)sg(g)-

4.8.14. Gyakorlat, HF
Ha f € S, akkor f(Xl .. .Xk)f_l = (f(Xl) ... f(Xk)>,
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Az el6jel kiszamitasa

4.2.24. Kovetkezmény

Paros hosszl ciklus paratlan permutacid, paratlan hosszi ciklus
paros permutacié. Egy permutacié pontosan akkor paratlan, ha
ciklusfelbontasaban a paros hosszi ciklusok szama paratlan.

Bizonyitas

HF: (x1...xk) = (ax2)(x2x3) . .. (Xk—2xk—1) (Xk—1Xk)-
Azaz egy k hosszl ciklus k — 1 darab transzpozici6 szorzata.
Hasznaljuk fol, hogy sg(fg) = sg(f)sg(g)-

]

4.8.14. Gyakorlat, HF

Ha f € Sy, akkor f(x1...x)f 1= (f(x1)...f(x«)). igy ha g € Sy,
akkor g és fgf ~' ugyanannyi, ugyanolyan hosszi ciklusbél all.
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A haromszbégek szimmetriai

Mik az ABC haromszdg szimmetriai? J

Ha egyenld szara, akkor titkrozés az alap felez6 mer6legesére.




Szimmetriacsoportok Lin. és absztrakt algebra 10. eléadas

A haromszbégek szimmetriai

Mik az ABC haromszdg szimmetriai?

Ha egyenld szara, akkor titkrozés az alap felez6 mer6legesére.
Ha szabalyos, akkor a harom tiikrozés
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Ha egyenld szara, akkor titkrozés az alap felez6 mer6legesére.
Ha szabalyos, akkor a harom tiikr6zés mellett harom forgatas:
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A haromszbégek szimmetriai

Mik az ABC haromszdg szimmetriai? J

Ha egyenld szara, akkor titkrozés az alap felez6 mer6legesére.
Ha szabalyos, akkor a harom tiikr6zés mellett harom forgatas:
a haromszog kézéppontja koriil 120, 240, 0 fokkal.

Ez ut6bbi (az identitas) minden haromszognek megvan.
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transzformaciéja,
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transzformaciéja, ami a haromszéget 6nmagaba képzi.
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llyenek kompoziciéja és inverze is ilyen.
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A haromszbégek szimmetriai

Mik az ABC haromszdg szimmetriai?

Ha egyenld szara, akkor titkrozés az alap felez6 mer6legesére.
Ha szabalyos, akkor a harom tiikr6zés mellett harom forgatas:
a haromszog kézéppontja koriil 120, 240, 0 fokkal.

Ez ut6bbi (az identitas) minden haromszognek megvan.

Definicié

A haromszdg szimmetriaja a sik egy olyan egybevagosagi
transzformaciéja, ami a haromszéget 6nmagaba képzi.
llyenek kompoziciéja és inverze is ilyen.

Ezért a szimmetriak csoportot alkotnak.
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A haromszbégek szimmetriai

Mik az ABC haromszdg szimmetriai?

Ha egyenld szara, akkor titkrozés az alap felez6 mer6legesére.
Ha szabalyos, akkor a harom tiikr6zés mellett harom forgatas:
a haromszog kézéppontja koriil 120, 240, 0 fokkal.

Ez ut6bbi (az identitas) minden haromszognek megvan.

Definicié

A haromszdg szimmetriaja a sik egy olyan egybevagosagi
transzformaciéja, ami a haromszéget 6nmagaba képzi.
llyenek kompoziciéja és inverze is ilyen.

Ezért a szimmetriak csoportot alkotnak.

HF: A szabalyos haromszégnek csak e hat szimmetriaja van.
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A szabalyos haromszdg szimmetriacsoportja

A ty a BC felez6 mer6legesére tiikrozés.

Az 2 = f o f a +240 fokos forgatés.
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A te B
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Legyen f a kdzéppont koriili 277 /n szogii forgatas,

t pedig a sokszdg tetszbleges tengelyes szimmetriaja.

Ekkor D, = {fC = id = 1,f,f2, ... f "1 ¢t tf tf? ..., tfn=1}
(az elsé n transzformacié forgatas, a tobbi tengelyes tukrozes).
A szabalyos n-szbgnek 2n szimmetridja van.

Ervényesek az 7 =1, > =1, tf't = f ' dsszefiiggések.
Ezekbdl minden szorzat kiszamithaté:
Fif =, () = e
Fi(e) =t~ (tF)(tF) =",

ahol az f kitevGjében a + és a — jelek a mod n miiveleteket
jelentik. A tf' elemek mindegyikének dnmaga az inverze. O
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A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).
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A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).

Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kdzéppont koriili «v szdgii f, forgatasok,
tovabba az atmérbkre valé tengelyes tiikrozések.
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A kor és a gdbmb szimmetriacsoportja

A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).

Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kdzéppont koriili «v szdgii f, forgatasok,
tovabba az atmérbkre valé tengelyes tiikrozések.
Nyilvan f,fs = f,1 3
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Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kdzéppont koriili «v szdgii f, forgatasok,
tovabba az atmérbkre valé tengelyes tiikrozések.
Nyilvan f,f3 = f,, 5 (az Gsszeadas mod 360° értendd).
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A tf;y
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A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).

Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kdzéppont koriili «v szdgii f, forgatasok,
tovabba az atmérbkre valé tengelyes tiikrozések.

Nyilvan f,f3 = f,, 5 (az Gsszeadas mod 360° értendd).
Ha t € O(2) tiikrozés, akkor tf,t = f , = £ 1.

A tf, és f,t is tiikrozés, két tiikrozés szorzata pedig forgatas. O]
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A kor és a gdbmb szimmetriacsoportja

A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).

Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kdzéppont koriili «v szdgii f, forgatasok,
tovabba az atmérbkre valé tengelyes tiikrozések.

Nyilvan f,f3 = f,, 5 (az Gsszeadas mod 360° értendd).
Ha t € O(2) tiikrozés, akkor tf,t = f , = £ 1.

A tf, és f,t is tiikrozés, két tiikrozés szorzata pedig forgatas. O]

A gdmb szimmetriacsoportjanak jele O(3).
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A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).

Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kdzéppont koriili «v szdgii f, forgatasok,
tovabba az atmérbkre valé tengelyes tiikrozések.

Nyilvan f.,f3 = f, .5 (az 6sszeadas mod 360° értendd).
Ha t € O(2) tiikrozés, akkor tf,t = f , = £ 1.

A tf, és f,t is tiikrozés, két tiikrozés szorzata pedig forgatas. O]

A gdmb szimmetriacsoportjanak jele O(3).

Tétel (4.1.29. Feladat)

Az O(3) iranyitastarté elemei a kdzépponton atmend egyenesek
koriili forgatasok.
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A kor és a gdbmb szimmetriacsoportja

A kor szimmetriacsoportjanak jele O(2).

Allitas (lasd 4.1. szakasz)

Az O(2) elemei a kdzéppont koriili «v szdgii f, forgatasok,
tovabba az atmérbkre valé tengelyes tiikrozések.

Nyilvan f.,f3 = f, .5 (az 6sszeadas mod 360° értendd).
Ha t € O(2) tiikrozés, akkor tf,t = , = £, .

A tf, és f,t is tiikrozés, két tiikrozés szorzata pedig forgatas. O
V.

A gdmb szimmetriacsoportjanak jele O(3).

Tétel (4.1.29. Feladat)

Az O(3) iranyitastarté elemei a kdzépponton atmend egyenesek
koriili forgatasok. A godmb tdbbi szimmetriaja egy ilyen forgatasnak
és az xy sikra val6 tiikrézésnek a szorzata.
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A sik ,szimmetriai’

E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.
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4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
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E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
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4.1.13. Allitas
A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas:
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A sik ,szimmetriai’

E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).
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A sik ,szimmetriai’

E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).
(2) A nem identikus eltolasok:
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A sik ,szimmetriai’

E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.
4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.

(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).

(2) A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.
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A sik ,szimmetriai’

E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).
(2) A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.
(3) A nem identikus forgatasok:
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A sik ,szimmetriai’

E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).
(2) A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
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E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).
(2)

(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4)

A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.

Tengelyes tiikrozések:
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E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).
(2)

(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4)

A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.

Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.
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E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.
4.1.13. Allitas
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(2) A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4)

()

5

Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.

Csusztatva tikrozések
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A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).
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(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4) Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.

(5) Csusztatva titkrozések (egy tengelyre tiikroziink, utana

a tengellyel parhuzamosan eltolunk):
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(4) Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.

(5) Csusztatva titkrozések (egy tengelyre tiikroziink, utana

a tengellyel parhuzamosan eltolunk): nincs fixpontjuk.
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E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).

(2) A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4) Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.

(5) Csusztatva titkrozések (egy tengelyre tiikroziink, utana

a tengellyel parhuzamosan eltolunk): nincs fixpontjuk.

Az eltolasok és a forgatasok mozgasok (irdnyitastartok),
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E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).

(2) A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4) Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.

(5) Csusztatva titkrozések (egy tengelyre tiikroziink, utana

a tengellyel parhuzamosan eltolunk): nincs fixpontjuk.

Az eltolasok és a forgatasok mozgasok (irdnyitastartok),
a tiikrozések és a csusztatva tiikrozések nem.
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E(2), illetve E(3) jeldli a sik, illetve a tér egybevagésagi
(tavolsagtartd) transzformacidinak csoportjat a kompoziciéra.

4.1.13. Allitas

A sik egybevagésagi transzformaciéi a kovetkezok.
(1) Az identitas: minden pont fixpont (id(P) = P).

(2) A nem identikus eltolasok: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatasok: csak a forgascentrum fixpont.
(4) Tengelyes tiikrozések: a fixpontok halmaza a tengely.

(5) Csusztatva titkrozések (egy tengelyre tiikroziink, utana

a tengellyel parhuzamosan eltolunk): nincs fixpontjuk.

Az eltolasok és a forgatasok mozgasok (irdnyitastartok),
a tiikrozések és a cslsztatva tiikrozések nem. Minden
egybevagésag elsall legfeljebb harom tiikrozés szorzataként.
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A kételem( csoportok szerkezete

Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
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Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
Ekkor 1x1=1és1lxb=b=bx1.
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A kételem( csoportok szerkezete

Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.

Ekkor 1x1=1éslxb=b=bx1l.
Mennyi lesz b * b?
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A kételem( csoportok szerkezete

Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
Ekkor 1x1=1és1lxb=b=bx1.
Mennyi lesz b« b? Csak 1 vagy b lehet.
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A kételem( csoportok szerkezete

Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
Ekkor 1x1=1éslxb=b=bx1l.

Mennyi lesz b« b? Csak 1 vagy b lehet.

Ha bxb=b=bx1,
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Mennyi lesz b« b? Csak 1 vagy b lehet.

Ha b« b= b= b« 1, akkor az egyszer(sitési szabaly miatt
b =1 lenne,
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Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
Ekkor 1x1=1és1lxb=b=bx1.
Mennyi lesz b« b? Csak 1 vagy b lehet.

Ha b« b= b= b« 1, akkor az egyszer(sitési szabaly miatt
b =1 lenne, ami ellentmondas.
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Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
Ekkor 1x1=1és1lxb=b=bx1.

Mennyi lesz b« b? Csak 1 vagy b lehet.

Ha b« b= b= b« 1, akkor az egyszer(sitési szabaly miatt
b =1 lenne, ami ellentmondas. Tehat b b = 1.
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Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
Ekkor 1x1=1és1lxb=b=bx1.

Mennyi lesz b« b? Csak 1 vagy b lehet.

Ha b« b= b= b« 1, akkor az egyszer(sitési szabaly miatt
b =1 lenne, ami ellentmondas. Tehat b b = 1.

Vagyis az 0sszes szorzatot ismerjik!
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A kételem( csoportok szerkezete

Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
Ekkor 1x1=1és1lxb=b=bx1.

Mennyi lesz b« b? Csak 1 vagy b lehet.

Ha b« b= b= b« 1, akkor az egyszer(sitési szabaly miatt
b =1 lenne, ami ellentmondas. Tehat b b = 1.

Vagyis az 0sszes szorzatot ismerjik!
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Legyen G = {1, b} kételemii csoport, 1 az egységelem.
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ZX |1 2 3 4
1123 4
212 4 1 3
31314 2
4 14 3 21
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HF: izomorfizmusnal egységelem képe egységelem.
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(2) ama" = am*".

(3) (a ) =am.

(4) Ha a és b felcserélhetk (ab = ba), akkor (ab)"” = a"b".
Bizonyitas

Pozitiv kitevSkre egyszerii leszamlalas.
A tobbi esetben esetszétvalasztas (HF).
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o(g)

(o(g), k)

(5) A g =1 az egyetlen olyan elem, melynek a rendje 1. O

(4) A hatvany rendjének képlete: o(g*) =



(1) G = 7. Ekkor o(2) = 4,

‘o @ =

«E»

Q>
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