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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)
Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmd,
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas
Tegyiik fl, hogy U W = {0}.
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas
Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,
ahol u,u € U, wi,wo € W,
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas
Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,
ahol uy,ur € U, wy,wp € W, akkor u; — up = wo — wy.
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas
Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol u,u € U, wi,wo € W, akkor u1 — up = wo — wy.
A bal oldal U-ban,
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,
ahol u,u € U, wi,wo € W, akkor u1 — up = wo — wy.
A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van.
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,
ahol u,u € U, wi,wo € W, akkor u1 — up = wo — wy.
A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
U1—UQ:W2—W1€UQW:{O},
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol u,u € U, wi,wo € W, akkor u1 — up = wo — wy.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
up—w=wr—w € UNW = {0}, azaz uy — up = wo — wg = 0.
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol uy,ur € U, wy,wp € W, akkor u; — up = wo — wy.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
up—w=wr—w € UNW = {0}, azaz uy — up = wo — wg = 0.
Innen u; = wp
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol uy,ur € U, wy,wp € W, akkor u; — up = wo — wy.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
up—w=wr—w € UNW = {0}, azaz uy — up = wo — wg = 0.
Innen vy = up és wq = wy,
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol uy,ur € U, wy,wp € W, akkor u; — up = wo — wy.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
up—w=wr—w € UNW = {0}, azaz uy — up = wo — wg = 0.
Innen u; = up és wy = wy, tehat a foliras egyértelmd.
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol uy,ur € U, wy,wp € W, akkor u; — up = wo — wy.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
up—w=wr—w € UNW = {0}, azaz uy — up = wo — wg = 0.
Innen u; = up és wy = wy, tehat a foliras egyértelmd.
Megforditva, ha 0 42 v € UN W,
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol vy, u € U, wi,wr € W, akkor uqn — up = wo — wj.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
up—w=wr—w € UNW = {0}, azaz uy — up = wo — wg = 0.
Innen u; = up és wy = wy, tehat a foliras egyértelmd.
Megforditva, ha 0 A v e UN W, akkor v=0+v=v+0

két kiilonbozs, megfelels foliras,
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Egyértelmii felirds 6sszegként

Allitas (F4.3.6. Tétel)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ekkor U + W elemeinek v+ w (v € U, w € W) alaka folirasa
akkor és csak akkor egyértelmi, ha UN W = {0}.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy UNW = {0}. Ha u; + wy = up + wpy,

ahol vy, u € U, wi,wr € W, akkor uqn — up = wo — wj.

A bal oldal U-ban, a jobb oldal W-ben van. Tehat
up—w=wr—w € UNW = {0}, azaz uy — up = wo — wg = 0.
Innen u; = up és wy = wy, tehat a foliras egyértelmd.

Megforditva, ha 0 A v e UN W, akkor v=0+v=v+0

két kiilonbozd, megfelels foliras, igy ez nem egyértelmi. O
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)
Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)

Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.
Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)
alaka folirasa egyértelmd,
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)

Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.
Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)
alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)

Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.

Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)
alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Osszege,
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)
Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.
Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)

alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U & W.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)
Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.
Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)

alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U@ W.

A sik barmely két kiilénb6zs, origét tartalmazé egyenes
direkt dsszege.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)
Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.
Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)

alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U@ W.

A sik barmely két kiilénb6zs, origét tartalmazé egyenes
direkt dsszege.

U egy sik a térben, ami az origét tartalmazza.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)
Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.
Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)

alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U@ W.

A sik barmely két kiilénb6zs, origét tartalmazé egyenes
direkt dsszege.

U egy sik a térben, ami az origét tartalmazza.
W egy origdén atmend egyenes, ami nem része U-nak.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)

Legyenek U és W alterek a \/ vektortérben.

Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)
alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U@ W.

A sik barmely két kiilénb6zs, origét tartalmazé egyenes
direkt dsszege.
U egy sik a térben, ami az origét tartalmazza.

W egy origdén atmend egyenes, ami nem része U-nak.
Ekkor a tér U & W/.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)
Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.
Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)

alaka félirasa egyértelmd, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U & W.

A sik barmely két kiilénb6zs, origét tartalmazé egyenes
direkt dsszege.
U egy sik a térben, ami az origét tartalmazza.

W egy origdén atmend egyenes, ami nem része U-nak.
Ekkor a tér U & W/.

U azon polinomok, melyekben minden tag foka paros.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.

Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)
alakd folirasa egyértelm(, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U & W.

A sik barmely két kiilénb6zs, origét tartalmazé egyenes
direkt dsszege.

U egy sik a térben, ami az origét tartalmazza.
W egy origdén atmend egyenes, ami nem része U-nak.
Ekkor a tér U & W.

U azon polinomok, melyekben minden tag foka paros.
W azon polinomok, melyekben minden tag foka paratlan.
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Direkt 6sszeg

Definicié (F4.3.7. Definicio)

Legyenek U és W alterek a V/ vektortérben.

Ha az U + W elemeinek u+ w (v € U, w € W)
alaki folirasa egyértelmii, azaz ha UNV = {0},
akkor U + W az U és W direkt Gsszege, jele U@ W.

A sik barmely két kiilénb6zs, origét tartalmazé egyenes
direkt dsszege.

U egy sik a térben, ami az origét tartalmazza.
W egy origdén atmend egyenes, ami nem része U-nak.
Ekkor a tér U & W.

U azon polinomok, melyekben minden tag foka paros.
W azon polinomok, melyekben minden tag foka paratlan.
Ekkor T[x]=U & W.
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by, ..., b, bazis U-ban
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,

akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas
Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = X\ by + ...+ \,by,
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas
Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = p1c1 + ... + mCmy
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=Mbi+ ...+ Apbp+ p1c1 + ...+ mCm.
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=Mbi+ ...+ Apbp+ p1c1 + ...+ mCm.

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=Mbi+ ...+ Apbp+ p1c1 + ...+ mCm.

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,
akkor A\1b; + ...+ Apbp = —(p1c1 + ...+ mCm)
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=>MAby+ ...+ Xpbyp+p1c1+ ...+ ttmCm-

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,

akkor \ib1 + ...+ Apbp = —(p1c1 + ... + pmem) € UN W = {0},

4/22
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=>MAby+ ...+ Xpbyp+p1c1+ ...+ ttmCm-

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,

akkor \ib1 + ...+ Apbp = —(p1c1 + ... + pmem) € UN W = {0},
azaz \i1bi +...+ \,b, =0
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=>MAby+ ...+ Xpbyp+p1c1+ ...+ ttmCm-

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,

akkor \ib1 + ...+ Apbp = —(p1c1 + ... + pmem) € UN W = {0},
azaz \iby + ...+ A\pbp=06s pu1ct + ... + ppmcm = 0.
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=Mbi+ ...+ Apbp+ p1c1 + ...+ mCm.

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,

akkor \ib1 + ...+ Apbp = —(p1c1 + ... + pmem) € UN W = {0},
azaz \iby + ...+ A\pbp=06s pu1ct + ... + ppmcm = 0.

Mivel by, ..., b, fliggetlen,
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=Mbi+ ...+ Apbp+ p1c1 + ...+ mCm.

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,

akkor \ib1 + ...+ Apbp = —(p1c1 + ... + pmem) € UN W = {0},
azaz \iby + ...+ A\pbp=06s pu1ct + ... + ppmcm = 0.

Mivel by, ..., b, fliggetlen, ezért \; = ... = ), =0.
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=Mbi+ ...+ Apbp+ p1c1 + ...+ mCm.

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,

akkor \ib1 + ...+ Apbp = —(p1c1 + ... + pmem) € UN W = {0},
azaz \iby + ...+ A\pbp=06s pu1ct + ... + ppmcm = 0.

Mivel by, ..., b, fliggetlen, ezért \; = ... = ), =0.

Mivel ¢, ..., cm flggetlen,
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A direkt 0sszeg bazisa és dimenzidja

Allitas

Tegyiik fol, hogy U, W alterek V/-ben é&s UN W = {0}.
Ha by,..., b, bazis U-ban és ¢y, ..., c, bazis W-ben,
akkor b1, ...,b,, c1,...,cy bazis U@ W-ben.
Kovetkezmény: dim(U & W) = dim U + dim W.

Bizonyitas

Generatorrendszer: Ha v+ w € U+ W (ahol u € U, w € W),
akkor u = A1by + ...+ A\pb, és w = 161 + ...+ [kmCm, €s igy
u+w=Mbi+ ...+ Apbp+ p1c1 + ...+ mCm.

Figgetlen: Ha A1by + ...+ Apby + p1c1 + - .. + fimCm = 0,

akkor \ib1 + ...+ Apbp = —(p1c1 + ... + pmem) € UN W = {0},
azaz \iby + ...+ A\pbp=06s pu1ct + ... + ppmcm = 0.

Mivel by, ..., b, fliggetlen, ezért \; = ... = ), =0.

Mivel ¢, ..., cm fluggetlen, ezért y; = ... =y, = 0. O
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Direkt kiegészits altér

Definici6
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas
Minden altérnek van direkt kiegészité altere.
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben

Legyen U altér V/-ben
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben
Legyen U altér V/-ben és by, ..., b, bazis U-ban.
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben

Legyen U altér V/-ben és by, ..., b, bazis U-ban.
Ezt egészitsiik ki a ¢; ..., ¢, vektorokkal V' egy bazisava.
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben

Legyen U altér V/-ben és by, ..., b, bazis U-ban.
Ezt egészitsiik ki a ¢; ..., ¢, vektorokkal V' egy bazisava.
Megtehets: minden fliggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben

Legyen U altér V/-ben és by, ..., b, bazis U-ban.

Ezt egészitsiik ki a ¢; ..., ¢, vektorokkal V' egy bazisava.
Megtehets: minden fliggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.
Legyen W = (c1,..., Cm).
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben
Legyen U altér V/-ben és by, ..., b, bazis U-ban.
Ezt egészitsiik ki a ¢; ..., ¢, vektorokkal V' egy bazisava.

Megtehets: minden fliggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.
Legyen W = (c1,...,cm). Ekkor V = U@ W.
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Direkt kiegészits altér

Definicié
Tegyiik fol, hogy U, W alterek V-ben és U & W = V.
Ekkor W az U (egyik) direkt kiegészit altere.

Allitas

Minden altérnek van direkt kiegészité altere.

Bizonyitas a véges dimenzids esetben
Legyen U altér V/-ben és by, ..., b, bazis U-ban.

Ezt egészitsiik kia ¢ .. ., c,,% vektorokkal V egy bazisava.
Megtehets: minden fliggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.
Legyen W = (c1,...,cm). Ekkor V = U@ W.

A bizonyitas hasonlé az el6z6 tételéhez: HF. Ol
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)
Legyen H C V.
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)
Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek.
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)
Minden U altérre V = U @ U+,
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)

Minden U altérre V = U & U™+,
Azaz V/ minden eleme egyértelmien felirhat6 egy U-beli
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)

Minden U altérre V = U & U™+,
Azaz V/ minden eleme egyértelmien felirhat6 egy U-beli
és egy U-ra mer6leges vektor dsszegeként.




Alterek direkt Ssszege Lin. és absztrakt algebra 9. eléadas 6 /22

Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)

Minden U altérre V = U & U™+,
Azaz V/ minden eleme egyértelmien felirhat6 egy U-beli
és egy U-ra mer6leges vektor dsszegeként.

Bizonyitas
Nyilvan v € UN U+ esetén (v, v) = 0.
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)

Minden U altérre V = U & U™+,
Azaz V/ minden eleme egyértelmien felirhat6 egy U-beli
és egy U-ra mer6leges vektor dsszegeként.

Bizonyitas
Nyilvan v € UN U+ esetén (v, v) = 0.
Innen v = 0,
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)

Minden U altérre V = U & U™+,
Azaz V/ minden eleme egyértelmien felirhat6 egy U-beli
és egy U-ra mer6leges vektor dsszegeként.

Bizonyitas
Nyilvan v € UN U+ esetén (v, v) = 0.
Innen v = 0, tehat UN U+ = {0}.
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Ortogonalis kiegészit6 altér euklideszi térben

Definicié (F8.1.6. Definicio)

Legyen H C V. Ekkor H' jeldli azon vektorok halmazat,
amelyek minden H-beli vektorra merélegesek. Ez altér (HF).
Ha H altér, akkor H- a H ortogonalis kiegészits altere.

Tétel (F8.1.7. Tétel)

Minden U altérre V = U & U™+,
Azaz V/ minden eleme egyértelmien felirhat6 egy U-beli
és egy U-ra mer6leges vektor dsszegeként.

Bizonyitas
Nyilvan v € UN U+ esetén (v, v) = 0.
Innen v = 0, tehat UN U+ = {0}. Kell még: U + U+ = V.
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (b1, v)b1 + ...+ (bm, v)bm.

9. eldadas
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re,
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e U+,
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (b1, v)b1 + ...+ (bm, v)bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e Ut, és ue U miatt v = u + w a kivant felbontas. ]
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.
Ha v € V, akkor legyen u = (b1, v)b1 + ...+ (bm, v)bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e Ut, és ue U miatt v = u + w a kivant felbontas. ]

Az u-t a v vektor U-ra vett meréleges vetiiletének hivjuk.
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e Ut, és ue U miatt v = u + w a kivant felbontas. ]

Az u-t a v vektor U-ra vett meréleges vetiiletének hivjuk.
Megjegyzés: Egészitsiik ki by, ..., by-et a Gram—Schmidt-

eljarassal V egy by, ..., b, ortonormalt bazisava.
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e Ut, és ue U miatt v = u + w a kivant felbontas. ]

Az u-t a v vektor U-ra vett meréleges vetiiletének hivjuk.
Megjegyzés: Egészitsiik ki by, ..., by-et a Gram—Schmidt-

eljarassal V egy by, ..., b, ortonormalt bazisava.
Ekkor Ut a byt ..., b, altal generalt altér (HF).



Alterek direkt Ssszege Lin. és absztrakt algebra 9. eléadas

Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e Ut, és ue U miatt v = u + w a kivant felbontas.

7/22

Az u-t a v vektor U-ra vett meréleges vetiiletének hivjuk.
Megjegyzés: Egészitsiik ki by, ..., by-et a Gram—Schmidt-

eljarassal V egy by, ..., b, ortonormalt bazisava.
Ekkor Ut a byt ..., b, altal generalt altér (HF).

F8.1.9. Feladat (HF)
(U=,
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e Ut, és ue U miatt v = u + w a kivant felbontas.

7/22

Az u-t a v vektor U-ra vett meréleges vetiiletének hivjuk.
Megjegyzés: Egészitsiik ki by, ..., by-et a Gram—Schmidt-

eljarassal V egy by, ..., b, ortonormalt bazisava.
Ekkor Ut a byt ..., b, altal generalt altér (HF).

F8.1.9. Feladat (HF)
(Ut = U, (LinUy)*t = Ui + Us,
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Ortogonalis kiegészits altér: bizonyitas

Bizonyitas (folytatas)

Legyen by, ..., by, ortonormalt bazis U-ban.

Ha v € V, akkor legyen u = (by,v)b; + ...+ (bm, V) bm.

A Gram-Schmidt-eljarasban lattuk, hogy w = v — u meréleges
mindegyik bj-re, és ezért az Gsszes linearis kombinacidikra is.

I'gy w e Ut, és ue U miatt v = u + w a kivant felbontas. ]

Az u-t a v vektor U-ra vett meréleges vetiiletének hivjuk.
Megjegyzés: Egészitsiik ki by, ..., by-et a Gram—Schmidt-

eljarassal V egy by, ..., b, ortonormalt bazisava.
Ekkor Ut a byt ..., b, altal generalt altér (HF).

F8.1.9. Feladat (HF)
(UL = U, (Uin W)t = U + UE, (Up + W)t = U n U
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere,
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)
A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.

Allitas (F8.4.3. Tétel)
Ha a W < V altér A-invarians, }
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
Allitas (F8.4.3. Tétel) J

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
Allitas (F8.4.3. Tétel)

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.

Bizonyitas

Legyen v € wt,
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Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
Allitas (F8.4.3. Tétel)

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.

Bizonyitas

Legyen v € W, be kell latni, hogy A*(v) € W=,
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
Allitas (F8.4.3. Tétel)

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.

Bizonyitas
Legyen v € W, be kell latni, hogy A*(v) € W=,
Ez azt jelenti, hogy A"(v) merdleges minden \V/-belire,
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.

Allitas (F8.4.3. Tétel)

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.

Bizonyitas

Legyen v € W, be kell latni, hogy A*(v) € W=,

Ez azt jelenti, hogy A"(v) merdleges minden \V/-belire,
azaz tetszéleges w € W-re (w, A*(v)) = 0.




Invarians altér és blokkfelbontas Lin. és absztrakt algebra 9. eldadas 8 /22

Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)
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altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
Allitas (F8.4.3. Tétel)

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.

Bizonyitas
Legyen v € W, be kell latni, hogy A*(v) € W=,
Ez azt jelenti, hogy A"(v) merdleges minden \V/-belire,

azaz tetszéleges w € W-re (w, A*(v)) = 0. Ez igaz, mert
(w, A*(v)) = (A(w), v) =0,
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Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
Allitas (F8.4.3. Tétel)

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.

Bizonyitas
Legyen v € W, be kell latni, hogy A*(v) € W=,
Ez azt jelenti, hogy A"(v) merdleges minden \V/-belire,

azaz tetszéleges w € W-re (w, A*(v)) = 0. Ez igaz, mert
(w, A*(v)) = (A(w),v) =0, hiszen A(w) € W
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Invarians altér

Definicié (F6.4.1. Definicio)

A W <V altér az A € Hom(V) transzformaciénak invarians
altere, ha minden w € W esetén A(w) € W.

Azaz A nem tud W-bél vektort kivinni.
Allitas (F8.4.3. Tétel)

Ha a W < V altér A-invarians, akkor a W= altér A*-invarians.

Bizonyitas
Legyen v € W, be kell latni, hogy A*(v) € W=,
Ez azt jelenti, hogy A"(v) merdleges minden \V/-belire,

azaz tetszéleges w € W-re (w, A*(v)) = 0. Ez igaz, mert
(w, A*(v)) = (A(w),v) =0, hiszen A(w) € W &s v € W. O
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)
Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,..., by altal generalt altér.
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)
Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,

Uaby,...,bmés Wabnit,..., b, altal generalt altér.
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,...,bp,és W a byi1,...,b, altal generalt altér.
Ekkor V =U® W.
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,...,bmés Wabnit,..., b, altal generalt altér.

Ekkor V = U @ W. Legyen A € Hom(V).
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,...,by, és W a b1, ..., b, altal generalt altér.

Ekkor V = U @ W. Legyen A € Hom(V).
Az U és W alterek pontosan akkor A-invaridnsak,
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Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,...,bp,és W a byi1,...,b, altal generalt altér.

Ekkor V = U @ W. Legyen A € Hom(V).
Az U és W alterek pontosan akkor A-invaridnsak, ha

[Alp = Lgi Oﬂ :
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,...,bp,és W a byi1,...,b, altal generalt altér.

Ekkor V = U @ W. Legyen A € Hom(V).
Az U és W alterek pontosan akkor A-invaridnsak, ha

[Alp = Lgi Oﬂ :

ahol a K blokk m x m-es, az L blokk (n — m) x (n — m)-es,
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,...,by, és W a b1, ..., b, altal generalt altér.

Ekkor V = U @ W. Legyen A € Hom(V).
Az U és W alterek pontosan akkor A-invaridnsak, ha

[Alp = {éi Oﬂ :

ahol a K blokk m x m-es, az L blokk (n — m) x (n — m)-es,
az O; és O, matrixok pedig csupa nullabél allnak.
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
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ahol a K blokk m x m-es, az L blokk (n — m) x (n — m)-es,
az O; és O, matrixok pedig csupa nullabél allnak.

llyenkor az A leképezés megszorithaté U-ra,
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,....,bjy s W a bpaq, ..., b, altal generalt altér.

Ekkor V = U @ W. Legyen A € Hom(V).
Az U és W alterek pontosan akkor A-invaridnsak, ha

[Alp = {éi Oﬂ :

ahol a K blokk m x m-es, az L blokk (n — m) x (n — m)-es,
az O; és O, matrixok pedig csupa nullabél allnak.

llyenkor az A leképezés megszorithaté U-ra,
és a megszoritds matrixa a by, ..., b, bazisban K. Hasonléan
A megszorithaté W-re,
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Matrixok blokkfelbontasa

Kiss: Bevezetés az algebraba, 7.6.1. Allitas (HF)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben,
Uaby,....,bjy s W a bpaq, ..., b, altal generalt altér.

Ekkor V = U @ W. Legyen A € Hom(V).
Az U és W alterek pontosan akkor A-invaridnsak, ha

[Alp = {éi Oﬂ :

ahol a K blokk m x m-es, az L blokk (n — m) x (n — m)-es,
az O; és O, matrixok pedig csupa nullabél allnak.

llyenkor az A leképezés megszorithaté U-ra,
és a megszoritds matrixa a by, ..., b, bazisban K. Hasonléan
A megszorithaté W-re, és ennek matrixa by, .1,..., by-ben L.
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.
Azaz mindegyik b; sajatvektor:
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.
Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas

Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
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Diagonalis matrix sajatalterei
Allitas
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.
Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = .
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas |
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = \. Ha by, ..., b, ortonormalt,

akkor A sajatalterei paronként mer6legesek.
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas |
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = \. Ha by, ..., b, ortonormalt,

akkor A sajatalterei paronként mer6legesek.

Bizonyitas

Legyen v = p1by + ...+ unbp.
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas |
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = \. Ha by, ..., b, ortonormalt,

akkor A sajatalterei paronként mer6legesek.

Bizonyitas
Legyen v = pi1 by + ... + ppb,. Ekkor
A(v) = 1 A(b1) + ... + unA(bn)
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas

Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = \. Ha by, ..., b, ortonormalt,

akkor A sajatalterei paronként mer6legesek.

Bizonyitas
Legyen v = pi1 by + ... + ppb,. Ekkor
A(V) = /LlA(bl) AF oo Ar /l‘nA(bn) = piA1by + ...+ pnAnbp,
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas

Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = \. Ha by, ..., b, ortonormalt,

akkor A sajatalterei paronként mer6legesek.

Bizonyitas
Legyen v = pi1 by + ... + ppb,. Ekkor

A(v) = p1A(br) + ... + pnA(bn) = prd1br + ... + pnAnby,
és A\v = paA\by + ... + ppAbp.
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas

Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = \. Ha by, ..., b, ortonormalt,

akkor A sajatalterei paronként mer6legesek.

Bizonyitas

Legyen v = u1by + ...+ ppb,. Ekkor

A(v) = 1 A(br) + ... + pnA(bn) = p1A1br + ... + pnAnbn,
és A\v = paA\by + ... + ppAbp.

Tehat A(v) = A\v akkor és csak akkor, ha 1, = 0 minden k-ra,
melyre A\, # .
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Diagonalis matrix sajatalterei

Allitas |
Legyen by, ..., b, bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Azaz mindegyik b; sajatvektor: A(b;) = A;b;.

Ekkor a A = \j-hez tartozé sajatalteret azok a by-k generaljak,
amelyekre \, = \. Ha by, ..., b, ortonormalt,

akkor A sajatalterei paronként mer6legesek.

Bizonyitas

Legyen v = u1by + ...+ ppb,. Ekkor

A(V) = /1,1A(b1) A oo AR /l‘nA(bn) = piA1by + ...+ pnAnbp,

és A\v = paA\by + ... + ppAbp.

Tehat A(v) = A\v akkor és csak akkor, ha 1, = 0 minden k-ra,
melyre A\, # A. Ha a bazis ortonormalt, akkor a bazis

két diszjunkt részhalmaza két meréleges alteret general (HF). [
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A {6 eredmény

V' komplex feletti véges dimenziés vektortér és A € Hom( V).
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V' komplex feletti véges dimenziés vektortér és A € Hom( V).
Emlékeztets: Az A normalis transzformacié, ha AA* = A*A.

Tétel (F8.5.2. Tétel, F8.5.8. Feladat)

Az A pontosan akkor diagonalizalhaté ortonormalt bazisban,
ha normalis. Ekkor A sajatalterei paronként merdlegesek,

és V/ ezeknek a direkt Gsszege. Ugyanezek A* sajatalterei is,
és a sajatértékek az A megfelel§ sajatértékeinek konjugaltjai.

A trivialis irany bizonyitasa

Az A* matrixa az [A], transzponalt konjugaltja.

Ha [A]y, diagonalis, akkor a transzponalt konjugaltja is.
Diagonalis matrixok felcserélheték, igy A és A is.

Az el6z6 Allitas miatt A sajatalterei paronként mer6legesek.

HF: Ha [A], diagonalis, akkor A és A* sajatalterei ugyanazok.
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Bizonyitas
Belatjuk, hogy [|A*(w) — Aw|
) —

wi =
1A% (w) = Aw|[? = (A*(w) — Aw, A*(w) — Aw) =

0 (ekkor tehat A*(w) — Aw = 0.)

y
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Aw = 0.)
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Aw|
) -
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v

Bizonyitas

Belatjuk, hogy ||A*(w) — Aw|| = 0 (ekkor tehdt A*(w) — Aw = 0.)
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Aw|
) -
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(w, A*(w)) = (A(w), w) = (Aw, w) = \(w, w).

Tudjuk, hogy AA* = A*A, ezért

(A*(w), A"(w)) = (w, AA*(w)) = (w, A"A(w)) = (A(w), A(w)),
ami (Aw, Aw) = A\ (w, w).
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Az adjungalt sajatvektorai

Lemma (a bizonyitas kulcsa)
Tegyiik fel, hogy AA* = A*A és A(w) = Aw. Ekkor A*(w) = Aw.

4

Bizonyitas

Belatjuk, hogy [|A*(w) — Aw|| = 0 (ekkor tehat A*(w) — Aw = 0.)
|A*(w) = Aw||? = (A*(w) = Aw, A*(w) = dw) =

— (A" (w), A*(w)) — MA"(w), w) — Aw, A*(w)) + X(w, w).

Az adjungalt skalaris szorzattal valé jellemzése miatt

(A (W), w) = (w, A(w)) = (w, Aw) = \(w, w) és

(w, A*(w)) = (A(w), w) = (Aw, w) = \(w, w).

Tudjuk, hogy AA* = A*A, ezért

(A*(w), A"(w)) = (w, AA*(w)) = (w, A"A(w)) = (A(w), A(w)),
ami (Aw, Aw) = A\ (w, w). Osszevonva minden kiesik. O

V.
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA* = A*A,
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas

Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas
Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.
A Lemma miatt W C U.
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas
Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.
A Lemma miatt W/ C U. A lemmat A helyett A*-ra
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas

Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.
A Lemma miatt W/ C U. A lemmat A helyett A*-ra

és A helyett A-ra alkalmazva kapjuk,
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas
Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.

A Lemma miatt W C U. A lemmat A helyett A”-ra
és A helyett \-ra alkalmazva kapjuk, hogy U C W. O
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas
Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.

A Lemma miftt W C U. A lemmat A helyett A*-ra
és A helyett \-ra alkalmazva kapjuk, hogy U C W. O

Hazi feladat |
Mutassuk meg, hogy ha A és B komplex folotti linearis
transzformacidk,
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas
Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.

A Lemma miftt W C U. A lemmat A helyett A*-ra
és A helyett \-ra alkalmazva kapjuk, hogy U C W. O

Hazi feladat
Mutassuk meg, hogy ha A és B komplex folotti linearis
transzformacidk, és AB = BA,
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Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas
Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.

A Lemma miftt W C U. A lemmat A helyett A*-ra
és A helyett \-ra alkalmazva kapjuk, hogy U C W. O

Hazi feladat |

Mutassuk meg, hogy ha A és B komplex folotti linearis
transzformacidk, és AB = BA, akkor A minden sajataltere
B-invarians,



Szép alak komplex felett Lin. és absztrakt algebra 9. eléadas 13 / 22

Normalis transzformacidk sajatalterei

Kovetkezmény

Legyen W az A-nak a \ sajatértékhez tartozé sajataltere.
Ha AA® = A*A, akkor W az A*-nak a A-hoz tartozé sajataltere.

Bizonyitas
Jeldlje U az A* transzformacié \-hoz tartozé sajatalterét.

A Lemma miftt W C U. A lemmat A helyett A*-ra
és A helyett \-ra alkalmazva kapjuk, hogy U C W. O

Hazi feladat |
Mutassuk meg, hogy ha A és B komplex folotti linearis
transzformacidk, és AB = BA, akkor A minden sajataltere
B-invarians, és ezért van kdzos sajatvektoruk.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.
Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.
Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.
Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.

14 / 22
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen W a hozza tartozd sajataltér
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,
ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,
ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,
ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

Aés A" a W altéren is adjungaltak
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,
ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetdk,
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(w1, A*(w2)) = (A(w1), w2)
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,
ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W)
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), w2) és A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V).
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), w2) és A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V).
Az indukciés feltevés miatt van W "-ban by 1,.... b, ONB,
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V).
Az indukciés feltevés miatt van W "-ban by 1,.... b, ONB,
mely A sajatvektoraibdl all.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V).
Az indukciés feltevés miatt van W "-ban by 1,.... b, ONB,

mely A sajatvektoraibdl all. Legyen by, ..., bx ONB W-ben.
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V).
Az indukciés feltevés miatt van W "-ban by 1,.... b, ONB,
mely A sajatvektoraibdl all. Legyen by, ..., by ONB W-ben.
Ekkor by, ..., b, ONB V-ben,
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V).
Az indukciés feltevés miatt van W "-ban by 1,.... b, ONB,

mely A sajatvektoraibdl all. Legyen by, ..., bx ONB W-ben.

Ekkor by, ..., b, ONB V-ben, mert W ortogonalis |/ -re,
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
Az algebra alaptétele miatt C-ben van \ sajatértéke A-nak.
Legyen V' a hozza tartozé sajataltér (igy W +# 0).

Az elébbi Kovetkezmény miatt V' sajataltere A*-nak is,

ezért W egyszerre A-invarians és A*-invarians.

Emiatt W A*-invarians és (A*)" = A-invarians.

A és A* a W altéren is adjungaltak és felcserélhetsk, mert a
(wy, A*(w2)) = (A(w1), wa) &s A(A*(w)) = A*(A(w))
azonossagok a W/ altér vektoraira is 6roklédnek.

Mivel W # 0, ezért dim(W+) = dim(V) — dim(W) < dim(V).
Az indukciés feltevés miatt van W "-ban by 1,.... b, ONB,

mely A sajatvektoraibdl all. Legyen by, ..., bx ONB W-ben.

Ekkor by, ..., b, ONB V-ben, mert W ortogonalis |/ -re,

és V=Wao W
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A diagonalizalhat6sag bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A.

Indukciéval bizonyitunk dim(V/) szerint. 1-dimenziéban igaz.
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A két tengely a két koordinatatengely, igy merélegesek.
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A két tengelyirany éppen M két sajatvektoranak felel meg.
Hasonléan felirhatunk minden masodfoki sikgorbét,

és a tengelyeket a matrix sajatvektoraiként kapjuk.
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A két tengelyirany éppen M két sajatvektoranak felel meg.
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és a tengelyeket a matrix sajatvektoraiként kapjuk.
Merélegesek, mert a matrixot szimmetrikusnak valaszthatjuk!
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A két tengely a két koordinatatengely, igy merélegesek.
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Legyen v = |y| ésM = |0 2 0, ekkor Mv = | 2y |,
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ésigy 0= x> +2y2 — 1= (v, Mv).

A két tengelyirany éppen M két sajatvektoranak felel meg.
Hasonléan felirhatunk minden masodfoki sikgorbét,

és a tengelyeket a matrix sajatvektoraiként kapjuk.
Merélegesek, mert a matrixot szimmetrikusnak valaszthatjuk!
Jobb az x? 4+ 2y? = 2? egyenletet nézni:
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A két tengely a két koordinatatengely, igy merélegesek.
A fenti egyenletet atirhatjuk skalaris szorzat segitségével.

X 10 O X
Legyen v = |y| ésM = |0 2 0, ekkor Mv = | 2y |,
1 0 0 -1 -1

ésigy 0= x> +2y2 — 1= (v, Mv).

A két tengelyirany éppen M két sajatvektoranak felel meg.
Hasonléan felirhatunk minden masodfoki sikgorbét,

és a tengelyeket a matrix sajatvektoraiként kapjuk.
Merélegesek, mert a matrixot szimmetrikusnak valaszthatjuk!
Jobb az x? 4 2y? = 7% egyenletet nézni: ez egy kiip.
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Miért nevezziik az el6bbi eredményt f6tengelytételnek? J

Tekintsiik az x* + 2y? = 1 egyenletii ellipszist a sikon.
A két tengely a két koordinatatengely, igy merélegesek.
A fenti egyenletet atirhatjuk skalaris szorzat segitségével.

X 10 O X
Legyen v = |y| ésM = |0 2 0, ekkor Mv = | 2y |,
1 0 0 -1 -1

ésigy 0= x> +2y2 — 1= (v, Mv).

A két tengelyirany éppen M két sajatvektoranak felel meg.
Hasonléan felirhatunk minden masodfoki sikgorbét,

és a tengelyeket a matrix sajatvektoraiként kapjuk.
Merélegesek, mert a matrixot szimmetrikusnak valaszthatjuk!
Jobb az x? 4 2y? = 7% egyenletet nézni: ez egy kiip.

Az ellipszist ebbdl a z = 1 sik metszi ki.
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F7.2.6. Sylvester tehetetlenségi tétele

Legyen B valdésban szimmetrikus, komplexben Hermite-féle
bilinearis fiiggvény.
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Bizonyitas |

Elég belatni, hogy a pozitiv elemek szama nem fligg a bazistdl.
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Bizonyitas |
Elég belatni, hogy a pozitiv elemek szama nem fligg a bazistdl.

Ezt ugyanis —B-re alkalmazva kapjuk, hogy
a negativ elemek szama sem fiigg a bazistdl.
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A nullak szamat a f6atléban pedig gy kapjuk,
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a negativ elemek szama sem fiigg a bazistdl.

A nullak szamat a f6atléban pedig gy kapjuk, hogy a pozitiv
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és negativ elemek szama csak B-tél fiigg, a bazist6l nem.

Bizonyitas |
Elég belatni, hogy a pozitiv elemek szama nem fligg a bazistdl.

Ezt ugyanis —B-re alkalmazva kapjuk, hogy

a negativ elemek szama sem fiigg a bazistdl.

A nullak szamat a f6atléban pedig gy kapjuk, hogy a pozitiv

és a negativ elemek szamat kivonjuk a tér dimenziéjabdl,

tehat akkor a nullak szama sem fligg a bazistdl.



A tehetetlenségi tétel bizonyitasa* Lin. és absztrakt algebra 9. eléadas 19 / 22

Lemma a tehetetlenségi tételhez*

Lemma
Legyen vi, ..., vk és wy, ..., w; két figgetlen,
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Legyen vi, ..., vk és wy, ..., w; két fliggetlen, B-ortogonalis
vektorrendszer. Tegyiik fol, hogy B(v;, v;) > 0
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Legyen vi, ..., vk és wy, ..., w; két fliggetlen, B-ortogonalis
vektorrendszer. Tegyiik fél, hogy B(v;,v;) > 0 és B(w;,w;) <0
minden 1/, j-re.




A tehetetlenségi tétel bizonyitasa* Lin. és absztrakt algebra 9. eléadas 19 / 22

Lemma a tehetetlenségi tételhez*

Lemma

Legyen vi, ..., vk és wy, ..., w; két fliggetlen, B-ortogonalis
vektorrendszer. Tegyiik fél, hogy B(v;,v;) > 0 és B(w;,w;) <0
minden /, j-re. Ekkor ezek a vektorok egyiitt is fiiggetlenek.
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vektorrendszer. Tegyiik fél, hogy B(v;,v;) > 0 és B(w;,w;) <0
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Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy > xiv; + > yjw; = 0 (ahol x;, y; skalarok).
Legyen v = > xv;
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Legyen vi, ..., vk és wy, ..., w; két fliggetlen, B-ortogonalis
vektorrendszer. Tegyiik fél, hogy B(v;,v;) > 0 és B(w;,w;) <0
minden /, j-re. Ekkor ezek a vektorok egyiitt is fiiggetlenek.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy > xiv; + > yjw; = 0 (ahol x;, y; skalarok).
Legyen v = > xjv; és w = > yjw;, ekkor v = —w.
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Tegyiik fol, hogy > xiv; + > yjw; = 0 (ahol x;, y; skalarok).

Legyen v = > xjv; és w = ) yjw;, ekkor v = —w. Innen
B(v,v) = B(vi,v;)|xi]> >0
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B(v,v) = B(vi,v;)|xi]> >0
B(w,w) = 3 B(wj, w))ly;[* < 0.
De B(v,v) = B(—w, —w) = B(w, w),
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vektorrendszer. Tegyiik fél, hogy B(v;,v;) > 0 és B(w;,w;) <0
minden /, j-re. Ekkor ezek a vektorok egyiitt is fiiggetlenek.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy > xiv; + > yjw; = 0 (ahol x;, y; skalarok).
Legyen v = > xjv; és w = ) yjw;, ekkor v = —w. Innen
B(v,v) = B(vi,v;)|xi]> >0
B(w,w) = 3 B(wj, w))ly;[* < 0.
De B(v,v) = B(—w, —w) = B(w, w), igy mindkét Gsszeg nulla.
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A tehetetlenségi tétel bizonyitasa*

Tegyiik fol, hogy adott két B-ortogonalis bazis.
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Legyen n = dim(V/), tovabba M; és M, a B matrixa
az elsg, illetve a masodik bazisban.
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a pozitiv elemek szamat. Be kell latni, hogy ki = ko.

Az M; féatléjaban nyilvan n — k; nempozitiv elem van.
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az els6, illetve a masodik bazisban.

Jelélje kq, illetve ko rendre az My, illetve M, f64tléjaban
a pozitiv elemek szamat. Be kell latni, hogy ki = ko.

Az M; féatléjaban nyilvan n — k; nempozitiv elem van.
Legyenek vy, ..., Vi, az elsé bazisbol azok a vektorok,

melyekre B(v;j, v;) >0
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melyekre B(v;j, v;) > 0 (ezek szdma tehat k),
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Legyenek v1, ..., vy, az elsé bazisbdl azok a vektorok,
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tovabba wi, ..., w,_k, a masodik bazisbél azok a vektorok,
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melyekre B(w;j, w;) < 0 (ezek szama n — ky).
A lemma miatt ezek egyiitt is fiiggetlenek,
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A lemma miatt ezek egyiitt is fiiggetlenek, igy
ki + (n— ko) < dim(V) = n,
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melyekre B(v;j, v;) > 0 (ezek szdma tehat k),
tovabba wi, ..., w,_k, a masodik bazisbél azok a vektorok,

melyekre B(w;j, w;) < 0 (ezek szama n — ky).
A lemma miatt ezek egyiitt is fiiggetlenek, igy
ki + (n — kz) < dim(V) = n, ahonnan k; < ko.
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Legyen n = dim(V/), tovabba M; és M, a B matrixa

az elsg, illetve a masodik bazisban.

Jelélje kq, illetve ko rendre az My, illetve M, f64tléjaban
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Szingularisérték-felbontas™

Legyenek V' és W euklideszi terek és A € Hom(V, W). Ekkor V
egységgombjét A a W tér egy E ellipszoidjara képzi.
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Legyenek V' és W euklideszi terek és A € Hom(V, W). Ekkor V
egységgombjét A a W tér egy E ellipszoidjara képzi. Valoban:

Létezik olyan b ONB V-ben, és olyan d ONB WW-ben, hogy a
D = [A]q/p matrix diagonalis (de nem feltétleniil négyzetes).
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Létezik olyan b ONB V-ben, és olyan d ONB WW-ben, hogy a
D = [A]q/p matrix diagonalis (de nem feltétleniil négyzetes).

A D fgatléjaban szerepld szamok A szingularis értékei, ezek
komplex terek esetén is nemnegativ valés szamok.
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A D fgatléjaban szerepld szamok A szingularis értékei, ezek
komplex terek esetén is nemnegativ val6s szamok. A pozitiv
szingularis értékek az E féltengelyeinek hosszai.
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Legyen M komplex elemii matrix. Ekkor léteznek olyan R és S
unitér matrixok, hogy A = SDR*, ahol D diagonalis matrix.
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Az S matrix oszlopai bal-, az R oszlopai jobb szingularis vektorai
M-nek.
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Szingularisérték-felbontas™

Legyenek V' és W euklideszi terek és A € Hom(V, W). Ekkor V
egységgombjét A a W tér egy E ellipszoidjara képzi. Valoban:

Létezik olyan b ONB V-ben, és olyan d ONB WW-ben, hogy a
D = [A]q/p matrix diagonalis (de nem feltétleniil négyzetes).

A D fgatléjaban szerepld szamok A szingularis értékei, ezek
komplex terek esetén is nemnegativ val6s szamok. A pozitiv
szingularis értékek az E féltengelyeinek hosszai. Matrixosan:

Legyen M komplex elemii matrix. Ekkor léteznek olyan R és S
unitér matrixok, hogy A = SDR*, ahol D diagonalis matrix. Ha M
valés, akkor R és S is valaszthaté valds, ortogonalis matrixnak.

Az S matrix oszlopai bal-, az R oszlopai jobb szingularis vektorai
M-nek. Ezek MM*, illetve M*M sajatvektorai, a szingularis értékek
pedig a megfelel6 sajatértékek négyzetgydkei.
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