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Legyen V vektortér R folott
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Bazishoz tartozd skalaris szorzat
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Freud, 8.1.1. Definicié
Legyen V vektortér R folott és by, ..., b, bazis V-ben.
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Bazishoz tartozd skalaris szorzat

Emékeztets

A1 p1
Az R" vektortérbeli v = A2 H2

és w = vektorok

An i
skalaris szorzata A\jp1 + Aopo + ... + Appipn. Jele (v, w).
(v,w) = v w, azaz matrixszorzassal is felirhats.

Freud, 8.1.1. Definicié

Legyen V vektortér R folott és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAbi+ ...+ Apbpés w=p1by + ...+ pnbp,
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Bazishoz tartozd skalaris szorzat

Emékeztets

A1 p1
Az R" vektortérbeli v = A2 H2

és w = vektorok

An i
skalaris szorzata A\jp1 + Aopo + ... + Appipn. Jele (v, w).
(v,w) = v w, azaz matrixszorzassal is felirhats.

Freud, 8.1.1. Definicié

Legyen V vektortér R folott és by, ..., b, bazis V-ben.

Hav=MAbi+...+Anbpés w=pu1by + ...+ punbpn, akkor
(v,w) = Aty + ...+ Apptn

a by,..., b, bazishoz tartozé skalaris szorzat.
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Bazishoz tartozd skalaris szorzat

Emékeztets
A1 1

Az R" vektortérbeli v = A2 ésw = || vektorok
An Hn

skalaris szorzata A\jp1 + Aopo + ... + Appipn. Jele (v, w).
(v,w) = v w, azaz matrixszorzassal is felirhats.

Freud, 8.1.1. Definicié

Legyen V vektortér R folott és by, ..., b, bazis V-ben.

Hav=MAbi+...+Anbpés w=pu1by + ...+ punbpn, akkor
(v,w) = Aty + ...+ Apptn

a by,..., b, bazishoz tartozé skalaris szorzat.

A fenti R"-ben a szokasos bazishoz tartozé skalaris szorzat.
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Euklideszi tér

F8.1.3. Definicié
Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
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Euklideszi tér

F8.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat,
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Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
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skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén
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Euklideszi tér

F8.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).
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Euklideszi tér

F8.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén
(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

(2) (A\v,w) = Xv, w).
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Euklideszi tér

F8.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).
(2) (Av,w) = Xv,w).
(3) (w,u+v) = (w,u)+ (w,v).
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Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

(2) (A\v,w) = Xv, w).

(3) (w,u+v) = (w,u)+ (w,v).
(4) (w,A\v) = XN w,v)

(5) (v, w) = (w,v)
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Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v, w).

(2) (A\v,w) = Xv, w).

(3) (w,u+v) = (W, 1) + (W, V),
(4) (w,A\v) = XN w,v)

(5) (v,w) = (w, v) (szimmetrikus).
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Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v, w).

(2) (A\v,w) = Xv, w).

(3) (w,u+v) = (w,u) + (w, V)
(4) (w,A\v) = XN w,v)

(5) (v,w) = (w, v) (szimmetrikus).
(6) (v,v) >0
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Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v, w).

(2) (A\v,w) = Xv, w).

(3) (w,u+v) = (w,u)+ (w,v).

(4) (w,Av) = X(w,v)

(5) (v,w) = (w, v) (szimmetrikus).

(6) (v,v) >0és(v,v)=0<«= v=0
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Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v, w).

(2) (A\v,w) = Xv, w).

(3) (w,u+v) = (w,u)+ (w,v).

(4) (w,Av) = X(w,v)

(5) (v,w) = (w, v) (szimmetrikus).

(6) (v,v) >0és (v,v) =0 <= v =0 (pozitiv definit).




Az euklideszi terek geometriaja Lin. és absztrakt algebra 7. eléadas 3/21

Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

Euklideszi tér: skalaris szorzattal ellatott vektortér. )
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Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

Euklideszi tér: skalaris szorzattal ellatott vektortér.

(1) és (2) egyiittes neve: az els6 valtozéban linearis
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Euklideszi tér

F38.1.3. Definicié

Legyen V véges dimenzids vektortér R folott.
A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € R fiiggvény (absztrakt)
skalaris szorzat, ha tetszéleges v, v, w € V és A\ € R esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

Euklideszi tér: skalaris szorzattal ellatott vektortér.

(1) és (2) egyiittes neve: az els6 valtozéban linearis
(vagyis A(v) = (v, w) linearis leképezés minden rogzitett w-re).
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Hossz, tavolsag

Allitas
Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti
az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.
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Hossz, tavolsag
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az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.

Bizonyitas
Az (1)—(5) igazolasa HF.
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Hossz, tavolsag

Allitas
Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti
az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.

Bizonyitas
Az (1)—(5) igazolasa HF. A (6) azért igaz,
mert (v,v) = A3+ ...+ )2 >0,




Az euklideszi terek geometriaja Lin. és absztrakt algebra 7. eléadas 4 /21

Hossz, tavolsag

Allitas
Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti
az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.

Bizonyitas
Az (1)—(5) igazolasa HF. A (6) azért igaz,
mert (v,v) = A\ + ...+ A2 > 0, kivéve ha mindegyik \; = 0. [
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Hossz, tavolsag

Allitas
Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti
az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.

Bizonyitas |
Az (1)—(5) igazolasa HF. A (6) azért igaz,
mert (v,v) = A\ + ...+ A2 > 0, kivéve ha mindegyik \; = 0. [

Belatjuk majd, hogy minden skalaris szorzat bazishoz tartozik.
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Hossz, tavolsag

Allitas
Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti
az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.

Bizonyitas |

Az (1)—(5) igazolasa HF. A (6) azért igaz,
mert (v,v) = A\ + ...+ A2 > 0, kivéve ha mindegyik \; = 0. [

Belatjuk majd, hogy minden skalaris szorzat bazishoz tartozik.
A tovabbiakban V/ euklideszi tér R fol6tt és u, v, w € V.
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Hossz, tavolsag

Allitas
Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti
az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.

Bizonyitas
Az (1)—(5) igazolasa HF. A (6) azért igaz,
mert (v,v) = A\ + ...+ A2 > 0, kivéve ha mindegyik \; = 0. [

Belatjuk majd, hogy minden skalaris szorzat bazishoz tartozik.
A tovabbiakban V euklideszi tér R folott és u, v, w € V.

Freud, 8.2.1. és 8.2.4 Definici6

A v normaja vagy hossza ||v|| = \/(v, V).
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Hossz, tavolsag

Allitas
Minden bazishoz tartozé skalaris szorzat teljesiti
az el6zé definiciéban felsorolt hat tulajdonsagot.

Bizonyitas
Az (1)—(5) igazolasa HF. A (6) azért igaz,
mert (v,v) = A\ + ...+ A2 > 0, kivéve ha mindegyik \; = 0. [

Belatjuk majd, hogy minden skalaris szorzat bazishoz tartozik.
A tovabbiakban V euklideszi tér R folott és u, v, w € V.

Freud, 8.2.1. és 8.2.4 Definici6

A v normaja vagy hossza ||v|| = \/(v, V).
A v és w tavolsaga ||v — w||.
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié
Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.
A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget

értjiik,
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.
A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget

értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definici6

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v mergleges w-re,
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v meréleges (ortogonalis) w-re,
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v merGleges (ortogonalis) w-re, ha (v, w) = 0.
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v merGleges (ortogonalis) w-re, ha (v,w) = 0. Jele v L w.
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v merGleges (ortogonalis) w-re, ha (v,w) = 0. Jele v L w.

F8.2.8. Cauchy—Bunyakovszkij—-Schwartz-egyenl&tlenség
(v, w)| < [lvilf[wll,
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v merGleges (ortogonalis) w-re, ha (v,w) = 0. Jele v L w.

F8.2.8. Cauchy—Bunyakovszkij—-Schwartz-egyenl&tlenség

(v, w)| < |[v|||lw]||, és egyenl8ség pontosan akkor all,
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v merGleges (ortogonalis) w-re, ha (v,w) = 0. Jele v L w.

F8.2.8. Cauchy—Bunyakovszkij—-Schwartz-egyenl&tlenség

(v, w)| < |[v|||lw]||, és egyenl8ség pontosan akkor all,
ha v és w parhuzamos,
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié

Legyen V euklideszi tér R folott, és v, w € V.

A v, w nem nulla vektorok szogén azt a 0 < v < 180° szdget
értjitk, amelyre (v, w) = ||v||||w/|| cos c.

v merGleges (ortogonalis) w-re, ha (v,w) = 0. Jele v L w.

F8.2.8. Cauchy—Bunyakovszkij—-Schwartz-egyenl&tlenség

(v, w)| < |[v|||lw]||, és egyenl8ség pontosan akkor all,
ha v és w parhuzamos, azaz linearisan osszefiiggs.
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Sz6g, haromszog-egyenlGtlenség

F8.2.7. és F8.1.5. Definicié
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A CBS-egyenl6tlenség bizonyitasa

Allitas
Ha a > 0, akkor az ax? + bx + ¢ € R[x] polinom pontosan akkor
vesz fél mindeniitt nemnegativ értéket,
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és a v vektor nincs benne a by, ..., b, altal generalt altérben.
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llyenkor ||w|| a v pont tavolsaga a (bi,..., by,) altértsl.
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Ha by, ..., by ortonormalt bazis, akkor a hozza tartozé

skalaris szorzat ugyanaz, mint a tér eredeti skalaris szorzata.
Vagyis minden skalaris szorzat tényleg bazisbél szarmazik.
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Tegyiik fol, hogy b1, ..., b, ortonormalt rendszer,

és a v vektor nincs benne a by, ..., b, altal generalt altérben.
Legyen w = v — (by,v)b; — ... — (bm, V) bm,

ekkor w ortogonalis by, ..., b, mindegyikére (HF).

Igy ha by, 1 = w/||wl|, akkor by, ..., b1 ortonormalt.
llyenkor ||w|| a v pont tavolsaga a (bi,..., by,) altértsl.
Allitas

Ha by, ..., by ortonormalt bazis, akkor a hozza tartozé

skalaris szorzat ugyanaz, mint a tér eredeti skalaris szorzata.
Vagyis minden skalaris szorzat tényleg bazisbél szarmazik.

Valéban: ha v =\ib1 +... + \,b, és w = piby + ...+ pnbn,
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Tegyiik fol, hogy b1, ..., b, ortonormalt rendszer,

és a v vektor nincs benne a by, ..., b, altal generalt altérben.
Legyen w = v — (by,v)b; — ... — (bm, V) bm,

ekkor w ortogonalis by, ..., b, mindegyikére (HF).

Igy ha by, 1 = w/||wl|, akkor by, ..., b1 ortonormalt.
llyenkor ||w|| a v pont tavolsaga a (bi,..., by,) altértsl.
Allitas

Ha by, ..., by ortonormalt bazis, akkor a hozza tartozé

skalaris szorzat ugyanaz, mint a tér eredeti skalaris szorzata.
Vagyis minden skalaris szorzat tényleg bazisbél szarmazik.

Valéban: ha v =M\{by + ... +A\,b, és w = /llbl + ...+ /l,nbn,
akkor (v, w) =5 Ajpuk(bj, by



Ortogonalitas Lin. és absztrakt algebra 7. eléadas 10 / 21

A Gram-Schmidt-mdédszer

Gram—-Schmidt-ortogonalizacié (Freud, 202. oldal)

Tegyiik fol, hogy b1, ..., b, ortonormalt rendszer,

és a v vektor nincs benne a by, ..., b, altal generalt altérben.
Legyen w = v — (by,v)b; — ... — (bm, V) bm,

ekkor w ortogonalis by, ..., b, mindegyikére (HF).

Igy ha by, 1 = w/||wl|, akkor by, ..., b1 ortonormalt.
llyenkor ||w|| a v pont tavolsaga a (bi,..., by,) altértsl.
Allitas

Ha by, ..., by ortonormalt bazis, akkor a hozza tartozé

skalaris szorzat ugyanaz, mint a tér eredeti skalaris szorzata.
Vagyis minden skalaris szorzat tényleg bazisbél szarmazik.

Valéban: ha v =\ib1 +... + \,b, és w = piby + ...+ pnbn,
akkor (v, w) =3 Ajpui(bj, bic) = 32 Ajhj- 0
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla.
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)



Ortogonalitas Lin. és absztrakt algebra 7. eléadas

Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W

ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1),
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0, 1), ekkor (b1, v) =1/1/2
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/+/2)b; — (1/3/2)b>
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).

Mivel ennek hossza 1,
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
Mivel ennek hossza 1, ezért b3 = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
Mivel ennek hossza 1, ezért b3 = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).

Legyen most v = (1,0,0,0),
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
Mivel ennek hossza 1, ezért b3 = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).

Legyen most v = (1,0,0,0), ekkor

w=v—(1/v/2)by —0- by — (1/2)bs
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
Mivel ennek hossza 1, ezért b3 = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).

Legyen most v = (1,0,0,0), ekkor

w=v—(1/vV2)b —0-by — (1/2)b3 = (1/4,1/4,1/4,1/4).
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Példa a Gram-Schmidt-médszerre

Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
Mivel ennek hossza 1, ezért b3 = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).

Legyen most v = (1,0,0,0), ekkor

w=v—(1/vV2)b —0-by — (1/2)b3 = (1/4,1/4,1/4,1/4).

Ennek hossza \/4 - (1/4)? =1/2,
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Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
Mivel ennek hossza 1, ezért b3 = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).

Legyen most v = (1,0,0,0), ekkor

w=v—(1/vV2)b —0-by — (1/2)b3 = (1/4,1/4,1/4,1/4).
Ennek hossza \/4 - (1/4)? = 1/2, ezért

by = w/(1/2)
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Alljon a W < R* azokbél a vektorokbél, melyek koordinatainak
osszege nulla. (Tipografiai okokbdl sorvektorokat irunk.)
Egészitsiik ki a

by = (1/v/2)(1,-1,0,0) € W és b, = (1/4/2)(0,0,1,-1) € W
ortonormalt rendszert IV egy ortonormalt bazisava,

majd ezt az R* egy ortonormalt bazisava.

Legyen v = (1,0,0,—1), ekkor (b1, v) =1/v/2 és (b, v) = 1//2,
ezért w = v — (1/v/2)by — (1/v2)by = (1/2,1/2,-1/2,—-1/2).
Mivel ennek hossza 1, ezért b3 = (1/2,1/2,-1/2,—1/2).

Legyen most v = (1,0,0,0), ekkor

w=v—(1/vV2)b —0-by — (1/2)b3 = (1/4,1/4,1/4,1/4).
Ennek hossza \/4 - (1/4)? = 1/2, ezért

by = w/(1/2) =(1/2,1/2,1/2,1/2).
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C folott
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Ha v=XMbi+...+Apb, és w=p1by + ...+ unbp,
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Ha v:/\ﬁ1+...+)\£n és w = u1by + ...+ punbp, akkor
(vyw) = A1+ ...+ Anlin

12 /21
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Ha v:/\ﬁ1+...+)\£n és w = u1by + ...+ punbp, akkor
(v,w) = A1 + ... + Apln € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A1ji1 + ...+ Appin € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A1ji1 + ...+ Appin € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A1ji1 + ...+ Appin € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A1ji1 + ...+ Appin € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).
(2) (Av,w) = Xv,w).
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).
(2) (Av,w) = Xv, w).
(3) (w,u+v) = (w,u)+ (w,v).
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w).
(2) (v, w) = v, w).

(3) (w,u+v) = (w,u)+ (w,v).
(4) (w, Av) = Xw, v).

(5) (v,w) = (w, v) (Hermite-féle).
(6) (v,v) >0
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAbi+...+Anbpés w=puiby + ...+ pnbn, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w).

(2) (v, w) = v, w).

(3) (w,u+v) = (w,u) + (w,v).

(4) (w, Av) = Xw, v).

(5) (v,w) = (w, v) (Hermite-féle).

(6) (v,v)>0és(v,v)=0<«= v=0
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAbi+...+Anbpés w=puiby + ...+ pnbn, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w).

(2) (v, w) = v, w).

(3) (w,u+v) = (w,u) + (w,v).

(4) (w, Av) = Xw, v).

(5) (v,w) = (w, v) (Hermite-féle).

(6) (v,v) >0és (v,v) =0 <= v =0 (pozitiv definit).
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A\1ji1 + ... + Aopn € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

) = (w, v) (Hermite-féle).
6) (v,v) >06és (v,v) =0 <= v =0 (pozitiv definit).

Szoget nem definialunk.
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Komplex euklideszi tér (Freud, 8.3. szakasz)

Legyen V vektortér C fol6tt és by, ..., b, bazis V-ben.
Hav=MAby+...+A,b, és w=puiby + ...+ unbp, akkor
(v,w) = A1ji1 + ...+ Appin € bazishoz tartozé skalaris szorzat.
(v,w) = [v]i[w]p, ahol [v]* a [v] transzponalt konjugaltja.

A kétvaltozés (v, w) — (v, w) € C fiiggvény skalaris szorzat,
ha tetszéleges u, v, w € V és \ € C esetén

) = (w, v) (Hermite-féle).
6) (v,v) >06és (v,v) =0 <= v =0 (pozitiv definit).
Szoget nem definidlunk. A tobbi eddigi miikadik C f5l6tt is.
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér,
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom(V).
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Transzformacié matrixa

Allitas

Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom( V).

Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban
(bi, v),
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V/ euklideszi tér, by,..., b, ONB és A € Hom(V).

Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban
<b,’, V>, tovabba [A]b = ((<b,A(bj)>))
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Lin. és absztrakt algebra 7. eléadas 13 /21
Transzformacié matrixa
Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom( V).

Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban
<b,’, V>, tovabba [A]b = (<<b,A(bj)>))
(vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V/ euklideszi tér, by,..., b, ONB és A € Hom(V).
Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban

<bi7 V>, tovabba [A]b = ((<b1A(bj)>))
(vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).

Bizonyitas
Ha v =MA\1b1 + ...+ \,bp,
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom( V).
Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban

<bi7 V>, tovabba [A]b = (<<blA(bj)>)>
(vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).

Bizonyitas
Ha v = \ib1 + ...+ \,b,, akkor komplex felett is igaz,
hogy bj-vel balrél skalarisan szorozva \; = (b;. v),
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom( V).
Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban

<bi7 V>, tovabba [A]b = (<<blA(bJ)>)>
(vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).

Bizonyitas

Ha v = \ib1 + ...+ \,b,, akkor komplex felett is igaz,
hogy bj-vel balrél skalarisan szorozva \; = (b;. v),

mert a skalaris szorzat a masodik tényezében linearis.
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom( V).
Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban

<b,’, V>, tovabba [A]b = (<<b,A(bJ)>))
(vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).

Bizonyitas

Ha v = \ib1 + ...+ \,b,, akkor komplex felett is igaz,
hogy bj-vel balrél skalarisan szorozva \; = (b;. v),

mert a skalaris szorzat a masodik tényezében linearis.
Ha az A matrixdban az i-edik sor j-edik eleme )\,
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom( V).
Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban

<bi7 V>, tovabba [A]b = (<<blA(bJ)>)>
(vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).

Bizonyitas

Ha v = \ib1 + ...+ \,b,, akkor komplex felett is igaz,
hogy bj-vel balrél skalarisan szorozva \; = (b;. v),

mert a skalaris szorzat a masodik tényezében linearis.

Ha az A matrixdban az i-edik sor j-edik eleme )\,
akkor A(bj) = )\1jb1 T ooo=E )\njbn- L]
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Transzforméacié matrixa

Allitas
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A € Hom( V).
Ekkor a v € V vektor /-edik koordinataja a by, ..., b, bazisban

<b,’, V>, tovabba [A]b = (<<b,A(bJ)>))
(vagyis az i-edik sor j-edik eleme (b;, A(b;))).
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Bizonyitas

Ha v = \ib1 + ...+ \,b,, akkor komplex felett is igaz,
hogy bj-vel balrél skalarisan szorozva \; = (b;. v),

mert a skalaris szorzat a masodik tényezében linearis.

Ha az A matrixdban az i-edik sor j-edik eleme )\,
akkor A(bj) = )\1jb1 T ooo=E )\njbn-

Ol

Komplex f6l6tt fontos a tényez6k sorrendje a skalaris szorzatban!
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Adjungalt transzformacié

Definicié
Legyen V euklideszi tér,
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Definicié
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB
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Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A, B € Hom( V).
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Adjungalt transzformacié

Definicié
Legyen V euklideszi tér, by, ..., b, ONB és A, B € Hom(V).

Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],
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Adjungalt transzformacié

Definicié
Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).

Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],
R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
ezért a C folotti definicié j6 R folott is.
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
ezért a C folotti definicié j6 R folott is.

Tétel (F8.4.1. és F8.4.2. Tétel)

A és B egymast egyértelmiien meghatarozza.
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
ezért a C folotti definicié j6 R folott is.

Tétel (F8.4.1. és F8.4.2. Tétel)

A és B egymast egyértelmiien meghatarozza. Pontosan akkor
adjungaltak, ha (B(v),w) = (v, A(w))
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
ezért a C folotti definicié j6 R folott is.

Tétel (F8.4.1. és F8.4.2. Tétel)

A és B egymast egyértelmiien meghatarozza. Pontosan akkor
adjungaltak, ha (B(v),w) = (v, A(w)) minden v, w € V-re.
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
ezért a C folotti definicié j6 R folott is.

Tétel (F8.4.1. és F8.4.2. Tétel)

A és B egymast egyértelmiien meghatarozza. Pontosan akkor
adjungaltak, ha (B(v),w) = (v, A(w)) minden v, w € V-re.

Az (egyértelmiien meghatarozott) B jele A*.
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
ezért a C folotti definicié j6 R folott is.
Tétel (F8.4.1. és F8.4.2. Tétel)

A és B egymast egyértelmiien meghatarozza. Pontosan akkor
adjungaltak, ha (B(v),w) = (v, A(w)) minden v, w € V-re.

Az (egyértelmiien meghatarozott) B jele A*.
Az M matrix adjungaltja a transzponalt konjugaltja,
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Adjungalt transzformacié

Definicié

Legyen V euklideszi tér, by,..., b, ONB és A, B € Hom(V).
Azt mondjuk, hogy B az A adjungaltja, ha [A], és [B],

R folotti tér esetében egymas transzponaltjai;

C folotti tér esetében egymas transzponalt konjugaltjai.

Megjegyzés: val6s fol6tt minden skalar konjugaltja nmaga,
ezért a C folotti definicié j6 R folott is.
Tétel (F8.4.1. és F8.4.2. Tétel)

A és B egymast egyértelmiien meghatarozza. Pontosan akkor
adjungaltak, ha (B(v),w) = (v, A(w)) minden v, w € V-re.

Az (egyértelmiien meghatarozott) B jele A*.
Az M matrix adjungaltja a transzponalt konjugaltja, jele M*.
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas
Tetszéleges A, B maétrixokra (AB)" = BT AT,
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas
TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas
TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,
Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas

TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,
Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.

Ezért ha [A] = [B]",
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas

TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,
Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.

Ezért ha [A] = [B]", akkor

(B(v), w) = [B(V)]"[w]




Transzformacié adjungaltja Lin. és absztrakt algebra 7. eléadas 15 / 21

Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas

TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,
Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.

Ezért ha [A] = [B]", akkor

(B(v), w) = [B(V)]"[w] = ([B][v])*[w]
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas

TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,
Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.

Ezért ha [A] = [B]", akkor

(B(v), w) = [B(V)I"[w] = ([BI[v])*[w] = ([v]*[B]")[w] =
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas

TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,
Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.

Ezért ha [A] = [B]", akkor

(B(v), w) = [B(V)]"[w] = ([BI[v])*[w] = ([v]"[B]")[w] =

= (vI*[ADIw]
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Az adjungalt jellemzésének bizonyitasa

Bizonyitas

Tetsz6leges A, B matrixokra (AB)T = BT AT, igy (AB)* = B*A*.
Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.

Ezért ha [A] = [B]", akkor

(B(v), w) = [B(V)]"[w] = ([BI[v])*[w] = ([v]"[B]")[w] =

= (VI"[ADIw] = [VI*([A][w])
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Megforditas: Jeldlje by, ..., b, az ONB-t.
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Bizonyitas

TetszSleges A, B matrixokra (AB)" = BT AT, igy (AB)* = B*A*,

Lattuk, hogy (v, w) = [v]*[w] tetsz6leges ONB-ben.
Ezért ha [A] = [B]", akkor

(B(v), w) = [B(V)I"[w] = ([BI[v])*[w] = ([v]"[B]")[w] =
= (VI"[ADIW] = [VI*([Allw]) = [VI*[A(w)] = (v, A(w)).

Itt kihasznaltuk, hogy a matrixok szorzdsa asszociativ.

Megforditas: Jeldlje by, ..., b, az ONB-t.

Ha (B(v),w) = (v, A(w)) minden v, w-re,

akkor (B(b;), bj) = (b;, A(bj)) minden i, j-re.

Mivel (v, w) = (w, v), ezért (b;, B(b;)) = (bi, A(b;)).
Tudjuk, hogy [A] = (((bi, A(b;)))) &s [B] = (((bi, B(b))))).

Transzponalaskor az indexek megcserélédnek, ezért [B]" = [A].
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Szép alak ortonormalt bazisban

Emlékeztets (F6.6.4 Tétel): Komplex f516tt minden
transzformacié matrixa alkalmas bazisban Jordan-alaka.
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A tavolsagtarto, azaz (Vu,v) |[Au— Av| = |jlu—v|.
A minden ONB-t ONB-be visz.
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(9)

A normalis, és sajatértékei 1 abszolat értékiek.

Elnevezés: Valdsban ortogonilis,
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F8.5.6. Tétel

V' euklideszi tér, A € Hom(V/). Ekvivalensek:

(1) A" inverze A-nak.

(2) A skalarszorzattarté, azaz (Vu,v) (Au, Av) = (u,v).
(3) A normatart6, azaz (Vu) |[|Aul| = ||u||-

(4) A tavolsagtartd, azaz (Yu,v) |[Au— Av| = |lu—v|.
(5) A minden ONB-t ONB-be visz.

(6) Minden b ONB-ben [A]}, inverze [A]}.

(7) A alkalmas ONB-t ONB-be visz.

(8) Alkalmas b ONB-ben [A], inverze [A].

(9)

A normalis, és sajatértékei 1 abszolat értékiek.

Elnevezés: Valdsban ortogonalis, komplexben unitér.
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A=1,
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av)
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) < (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.
2

(
(2): [IA(u + AV)IZ = Jlu + Av|?

—
—

—
w
~—

): Ha A*A =1, akkor (u, v) = (u, A*Av) = (Au, Av).

18 / 21
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.

N O

(3) = (2): [|A(u+ AV)|]? = |Ju+ Av|? = (u+ Av,u+ ).

): Ha A*A =1, akkor (u, v) = (u, A*Av) = (Au, Av).

18 / 21
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.

(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2): IA(u+ AV = [lu + Av|? = (u+ Av,u+ Av).
(u+Av,u+Av) = (u,u) + XMu, v) + Xv, u) + A\ {v, v) =
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) < (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

= [[ull® + [AP[[vI* + 2Re(Xu, v)).
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) < (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2): A+ )| = u+ Av]2 = (u+ Av, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

= |lu|l® + |\||v]|® + 2 Re(Mu, v)), hiszen (v, u) = (u, v),
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2): A(u+AV)|1? = [lu+ Av|® = (u+ Av,u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

= [[ul® + [AP[v[* + 2Re(X{u, v)), hiszen (v, u) = (u,v),

és ||A(u+ Av)|1? = || Aul? + |)\\ AV + 2 Re(A(Au, Av)).
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.

1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
3) = (2): |A(u+ )| = ||u—|—)\vH2 (U4 Av,u+ Av).
U+ Av,u-+ /\v> = (u, u) + Mu, v) + Mv, u) + A\ {v,v) =

= [Ju]l® + [AP[|v]]* + 2Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = (u,v),
és ||A(u + Av)|]? = ||Aul]® + |)\\ |AV||? + 2 Re(A(Au, Av)).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v))

/\/\/‘\/\
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2): A(u+ A2 = [lu+ AvIP = {4+ Av, u+ Av).
(u+ Av,u+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Mv, u) + A\ {v,v) =

= [[ul® + IAP]IVI® + 2Re(X{u, v)), hiszen (v, u) = (u, v),

és ||A(u+ Av)|1? = || Aul? + |)\\ |Av[|? 4+ 2Re(A(Au, Av)).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) < (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2): A+ AP = lu+AvIP = (u+ Av, u+ Av).
(u+ Av,u+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Mv, u) + A\ {v,v) =

= [Ju]l® + [AP[|v]]* + 2Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = (u,v),

és [|A(u -+ AV)I2 = [ Aul2 + X[ AV + 2 Re(A(Au, Av)).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt A\ = 1-re és A\ = /-re alkalmazva
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2): A+ M)|P = [lu+ Av[P = (u+ v, u+Av).
(u+ Av,u+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Mv, u) + A\ {v,v) =

= [[ul® + IAP]IVI® + 2Re(X{u, v)), hiszen (v, u) = (u, v),

és [|A(u -+ AV)I2 = [ Aul2 + X[ AV + 2 Re(A(Au, Av)).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) - (5): <Abj,Abk> = <bj, bk>
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) - (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha J= k,
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha j = k, 0 egyébként.
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha j = k, 0 egyébként.
(5) = (7): trivialis.
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha j = k, 0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <Abj,Abk> = <bj,A*Abk>,
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha j = k, 0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <Abj,Abk> = <bj,A*Abk>,
tudjuk, hogy ezek [A*Al, elemei.
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha j = k, 0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <Abj,Abk> = <bj,A*Abk>,
tudjuk, hogy ezek [A*A], elemei. De (Abj, Abx) = (bj, bx),
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha j = k, 0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <Abj,Abk> = <bj,A*Abk>,
tudjuk, hogy ezek [A*A], elemei. De (Abj, Abx) = (bj, bx),

és mivel by, ..., b, ONB,
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v) = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u + AV)|2 = [ Aull? + X2 AV + 2 Re(A({Au, AV).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, ha j = k, 0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <AbJAbk> = <bj,A*Abk>,
tudjuk, hogy ezek [A*A], elemei. De (Abj, Abx) = (bj, bx),

és mivel by, ..., b, ONB, ezért [A*Al, az egységmatrix.
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2): ||A(u+\V)|]? = Hu+)\vf = (u+ Av,u+Av).
(u+ Av,u—+ /\v> = (u,u) + MNu,v) + Xv,u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u -+ AV)I2 = [ Aul2 + X[ AV + 2 Re(A(Au, Av)).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, haj=k,0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <AbJAbk> = <bj,A*Abk>,
tudjuk, hogy ezek [A*A], elemei. De (Abj, Abx) = (bj, bx),

és mivel by, ..., b, ONB, ezért [A*Al, az egységmatrix.

(1) <= (9): Ha b ONB
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) == (1) &s (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v> = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u -+ AV)I2 = [ Aul2 + X[ AV + 2 Re(A(Au, Av)).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, haj=k,0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <AbJAbk> = <bj,A*Abk>,
tudjuk, hogy ezek [A*A], elemei. De (Abj, Abx) = (bj, bx),

és mivel by, ..., b, ONB, ezért [A*Al, az egységmatrix.

(1) <= (9): Ha b ONB és [A], diagonalis,
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

(1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.
(1) = (2): Ha A*A = [, akkor (u,v) = (u, A*Av) = (Au, Av).
(3) = (2 1A+ AP = lu+ Av|2 = (+ v, u+ Av).
(u+ Av,u—+ /\v> = (u, u) + Mu, v) + Xv, u) + A\(v,v) =

— [[ul]? + [NP[IVI + 2 Re(A(u, v)), hiszen (v, u) = {u, v),

és [|A(u -+ AV)I2 = [ Aul2 + X[ AV + 2 Re(A(Au, Av)).
Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.

Ezt \ = I-re és A\ = /-re alkalmazva (Au, Av) = (u,v).

(2) — (5): <Abj,Abk> = <bj, bk> =1, haj=k,0 egyébként.
(5) - (7) trivialis. (7) - (8) <AbJAbk> = <bj,A*Abk>,
tudjuk, hogy ezek [A*A], elemei. De (Abj, Abx) = (bj, bx),

és mivel by, ..., b, ONB, ezért [A*Al, az egységmatrix.

(1) <= (9): Ha b ONB és [A], diagonilis, akkor [A*] = [A™1]
azt jelenti, hogy minden sajatértékre \ = A\~ 1,
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Egybevagésagi transzformaciok: bizonyitas

1) = (6) = (8) = (1) és (2) = (3) <= (4) trivialis.
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3) = (2): |A(u+ AV)|12 = |lu+ Av|? = (u+ Av,u+ Av),
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Innen Re(A(Au, Av)) = Re(A(u, v)) minden A € C-re.
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és mivel by, ..., b, ONB, ezért [A*Al, az egységmatrix.

(1) <= (9): Ha b ONB és [A], diagonilis, akkor [A*] = [A™1]
azt jelenti, hogy minden sajatértékre \ = A1, azaz |\| = 1.
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Egybevagésagi transzformaciok: megjegyzések

Az el6z6 tétel szerint egy bazistranszformacié akkor
és csak akkor visz ortonormalt bazist ortonormalt bazisba,
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Egy valés matrix akkor ortogonalis, ha a transzponaltja
az inverze,
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és csak akkor visz ortonormalt bazist ortonormalt bazisba,
ha az attérés matrixa unitér, illetve ortogonalis.
Specidlisan minden M € C"*" matrixhoz van olyan

unitér U € C"™" hogy U ' MU felsé haromszégmatrix.

A normalitas valés matrix esetében azt jelenti, hogy
felcserélhetd a transzponaltjaval. Ebbé8l azonban csak az
kovetkezik, hogy komplex folétt van ortonormalt sajatbazisa.

Egy valés matrix akkor ortogonalis, ha a transzponaltja

az inverze, azaz ha komplex f6l6tt ONB-ben diagonalizalhato,
és minden komplex sajatérték abszolat értéke 1.

Mi a legszebb alakja valés folott?
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Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valds euklideszi téren haté A linearis transzformacié
pontosan akkor ortogonilis,
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Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valds euklideszi téren haté A linearis transzformacié
pontosan akkor ortogonalis, ha van olyan ortonormalt bazis,
amelyben A matrixa diagonalis blokkokra bomlik,
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Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valds euklideszi téren haté A linearis transzformacié
pontosan akkor ortogonalis, ha van olyan ortonormalt bazis,
amelyben A matrixa diagonalis blokkokra bomlik, ahol minden

blokk vagy 1 x 1-es,
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Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valds euklideszi téren haté A linearis transzformacié
pontosan akkor ortogonalis, ha van olyan ortonormalt bazis,
amelyben A matrixa diagonalis blokkokra bomlik, ahol minden

blokk vagy 1 x 1-es, és az eleme +1,
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Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valds euklideszi téren haté A linearis transzformacié
pontosan akkor ortogonalis, ha van olyan ortonormalt bazis,
amelyben A matrixa diagonalis blokkokra bomlik, ahol minden
cosa  —sin (x}

lokk 1 x 1-es, é I +1 _
blokk vagy 1 x 1-es, és az eleme +1, vagy Lma cosar

alaka alkalmas o € R-re.
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alaka alkalmas o € R-re.
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A bizonyitas otlete: A karakterisztikus polinom valés
egylitthatos,
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Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valds euklideszi téren haté A linearis transzformacié
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sin cos«

alaka alkalmas o € R-re.

Vagyis minden sokdimenziés egybevagésag sikbeli forgatasokra,
valamint ,tikrozésekre” ,bonthatd”.

A bizonyitas otlete: A karakterisztikus polinom valés
egylitthatds, igy a sajatértékek konjugalt parok, vagy +1.
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Ortogonalis transzformaciok

F8.6.4. Tétel

Egy valds euklideszi téren haté A linearis transzformacié
pontosan akkor ortogonalis, ha van olyan ortonormalt bazis,
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cosa —sina
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egylitthatds, igy a sajatértékek konjugalt parok, vagy +1.

Az A matrixa ONB-ben M. Ha Mv = \v, akkor Mv = \v.
Legyen by = (v +V)/v2 és by = —i(v —V)/V/2.

Ekkor by és by valés, ortonormélt, és ebben a kételem( bazisban
A matrixa a fenti forgatas.
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Fogalmak

Absztrakt és bazishoz tartozé skaléris szorzat R és C olott,
euklideszi tér. Hossz, tavolsag, szog, ortogonalitas.
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A 7. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Absztrakt és bazishoz tartozé skaléris szorzat R és C olott,
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jellemzése skalaris szorzattal.
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