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Diagonalizalhaté transzformaciok

Legyen V véges dimenzids vektortér T folott és A € Hom(V).
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Pontosan akkor létezik olyan bazis \/-ben, melyben A matrixa
diagonalis,
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bomlik T fol6tt, és minden gyoke egyszeres.
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Diagonalizalhaté transzformaciok

Legyen V véges dimenzids vektortér T folott és A € Hom(V).

Tétel (F6.6.1. Feladat)

Pontosan akkor létezik olyan bazis \/-ben, melyben A matrixa
diagonalis, ha A minimalpolinomja gycktényezék szorzatara
bomlik T fol6tt, és minden gyoke egyszeres.

F&tengelytétel (F8.6.2. Tétel)
Ha T =R,
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Legyen V véges dimenzids vektortér T folott és A € Hom(V).
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Diagonalizalhaté transzformaciok
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Tétel (F6.6.1. Feladat)
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Ha T = R, akkor pontosan akkor létezik olyan ortonormalt
bazis V/-ben, melyben A matrixa diagonalis, ha A ortonormalt
bazisban vett matrixa szimmetrikus, azaz [A]T = [A].
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Diagonalizalhaté transzformaciok
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Tétel (F6.6.1. Feladat)
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Ha T = R, akkor pontosan akkor létezik olyan ortonormalt
bazis V/-ben, melyben A matrixa diagonalis, ha A ortonormalt
bazisban vett matrixa szimmetrikus, azaz [A]T = [A].

A szimmetria szempontjabél mindegy, melyik ONB-t vessziik:
ha az egyikben A matrixa szimmetrikus, akkor mindben az.
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Diagonalizalhaté transzformaciok

Legyen V véges dimenzids vektortér T folott és A € Hom(V).

Tétel (F6.6.1. Feladat) |

Pontosan akkor létezik olyan bazis \/-ben, melyben A matrixa
diagonalis, ha A minimalpolinomja gycktényezék szorzatara
bomlik T fol6tt, és minden gyoke egyszeres.

F&tengelytétel (F8.6.2. Tétel)

Ha T = R, akkor pontosan akkor létezik olyan ortonormalt
bazis V/-ben, melyben A matrixa diagonalis, ha A ortonormalt
bazisban vett matrixa szimmetrikus, azaz [A]T = [A].

A szimmetria szempontjabél mindegy, melyik ONB-t vessziik:
ha az egyikben A matrixa szimmetrikus, akkor mindben az.
A fétengelytételt a 9. el6adason bizonyitjuk.
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A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas |
Transzformacié minimalpolinomja megegyezik
a (tetsz6leges bazisban vett) matrixdanak a minimalpolinomjaval.
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Minden diagonalizalhaté matrix hasonl6 egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z8 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z6 gyoktényezék szorzatara bomlik.
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a minimalpolinomja kiilonb6z6 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:
kpm(x) = (x — A1) ... (x — A\m),



A diagonalizalhatésag feltétele Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 3/19

A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas |
Transzformacié minimalpolinomja megegyezik

a (tetsz6leges bazisban vett) matrixdanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonl6 egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z8 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z6 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:
km(x) = (x — A1) ... (x — Am), ahol A1,..., A\, € T paronként
kiilonbdzsk
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Ha M diagonalis, akkor kp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:
kpm(x) = (x — A1) ... (x — Am), ahol A\q, ..., Am € T paronként

kiilonboz8k (az M féatléjanak elemei).
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A megforditas kulcsa az F6.6.2. Tétel (nem bizonyitjuk).
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A diagonalizalhatésag jellemzésének bizonyitasa

Allitas |
Transzformacié minimalpolinomja megegyezik

a (tetsz6leges bazisban vett) matrixdanak a minimalpolinomjaval.
Ezért hasonl6 matrixok minimalpolinomja ugyanaz.

Valéban, minden f polinomra [f(A)] = f([A]) (HF).

Minden diagonalizalhaté matrix hasonl6 egy diagonalis matrixhoz,
igy az el6z8 allitas miatt elég diagonalis matrixra bizonyitani, hogy
a minimalpolinomja kiilonb6z6 gyoktényezék szorzatara bomlik.
Ha M diagonalis, akkor kp; minimalpolinomjat kiszamoltuk:
kpm(x) = (x — A1) ... (x — Am), ahol A\q, ..., Am € T paronként

kiilonboz8k (az M féatléjanak elemei).

A megforditas kulcsa az F6.6.2. Tétel (nem bizonyitjuk). Az ebben
szerepl6 direkt 6sszegrél a 9. el6adason lesz sz6.
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Nem diagonalizalhaté matrixok

A véges Markov-folyamatok kiszamitasahoz matrixot kell
hatvanyozni.
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hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
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Nem diagonalizalhaté méatrixok
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Mit tehetiink, ha a matrix nem diagonalizalhat6?
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Nem diagonalizalhaté méatrixok

A véges Markov-folyamatok kiszamitasahoz matrixot kell
hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
Mit tehetiink, ha a matrix nem diagonalizalhat6?

Példa

M= {‘1’ ‘ﬂ km(x) = (—x)(4 — x) + 4 = x2 — 4x + 4.
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hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
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0 —4
M = L 4], km(x)

Ez (x — 2)?, az egyetlen sajatérték a 2.

()8 =x) +4 = x2 —4x +4,
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hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
Mit tehetiink, ha a matrix nem diagonalizalhat6?
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0 —4
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i1 A R

()8 =x) +4 = x2 —4x +4,
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Nem diagonalizalhaté méatrixok

A véges Markov-folyamatok kiszamitasahoz matrixot kell
hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
Mit tehetiink, ha a matrix nem diagonalizalhat6?

Példa

0 —4
M = L 4], km(x)
Ez (x — 2)?, az egyetlen sajatérték a 2. Sajatvektorok:
0 —4||x| | -4y | ,|x o
B =) =2l ==

ﬂ vektorokbal all,

()8 =x) +4 = x2 —4x +4,

A sajataltér az r {_
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Nem diagonalizalhaté matrixok

A véges Markov-folyamatok kiszamitasahoz matrixot kell
hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
Mit tehetiink, ha a matrix nem diagonalizalhat6?

Példa

0 —4
M = L 4], km(x)
Ez (x — 2)?, az egyetlen sajatérték a 2. Sajatvektorok:
0 —4||x| | -4y | ,|x o
B =) =2l ==

. —2
A sajataltér az r { ]

()8 =x) +4 = x2 —4x +4,

] vektorokbdl all, tehat egydimenzids.
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Nem diagonalizalhaté matrixok

A véges Markov-folyamatok kiszamitasahoz matrixot kell
hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
Mit tehetiink, ha a matrix nem diagonalizalhat6?

Példa

1 4
Ez (x — 2)?, az egyetlen sajatérték a 2. Sajatvektorok:

- [l -

. —2
A sajataltér az r { ]

A geometriai multiplicitas kisebb,

M= {0 ‘4], km(x) = (—xX)(4 — x) +4 = x2 — 4x + 4.

} vektorokbdl all, tehat egydimenzids.
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Nem diagonalizalhaté matrixok

A véges Markov-folyamatok kiszamitasahoz matrixot kell
hatvanyozni. Ezt a matrix diagonalizalasaval végeztiik el.
Mit tehetiink, ha a matrix nem diagonalizalhat6?

Példa

1 4
Ez (x — 2)?, az egyetlen sajatérték a 2. Sajatvektorok:

- [l -

. —2
A sajataltér az r { ]

A geometriai multiplicitas kisebb, igy M nem diagonalizalhaté.

M= {0 ‘4], km(x) = (—xX)(4 — x) +4 = x2 — 4x + 4.

} vektorokbdl all, tehat egydimenzids.
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Szebb alak

A példa folytatasa

M = { _ﬂ nem diagonalizalhaté.
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Legyen by = [_ﬂ
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Szebb alak

A példa folytatasa

M = { _ﬂ nem diagonalizalhaté.

1

Legyen by = [_ﬂ és by = [ﬂ
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Legyen by = [_ﬂ és by = {ﬂ E bazisba transzformalva
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Jordan-blokk

Definicié
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A 0 0 ... 0 0 O]
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Jordan-normalalak

Definicié
Az M e C"™" matrix Jordan-alaki, ha a diagonalisaban
Jordan-blokkok szerepelnek,
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Jordan-normalalak

Definicié
Az M e C"™" matrix Jordan-alaki, ha a diagonalisaban
Jordan-blokkok szerepelnek, a tobbi eleme nulla.
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Jordan tétele

Tétel (Kiss-jegyzet, 7.6.5. Tétel)

Minden M € C"*" matrix Jordan-alakra hozhaté
bazistranszformaciéval.
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Jordan tétele

Tétel (Kiss-jegyzet, 7.6.5. Tétel)
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Azaz minden A\ és m esetén egyértelmiien meghatérozott

(nem fiigg a valasztott aj bazistél) az, hogy a kapott
Jordan-alaki matrixban hany darab J, ,, blokk szerepel.
FONTOS: Minden diagonalis matrix Jordan-alaka!

Bizonyitas: Algebra3-4-ben, de nem minden szakiranyon.
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Lasd: Kiss-jegyzet, 7.6.6. Tétel és 7.4.5. Lemma.
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Jordan tétele

Tétel (Kiss-jegyzet, 7.6.5. Tétel)

Minden M € C"*" matrix Jordan-alakra hozhaté
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FONTOS: Minden diagonalis matrix Jordan-alaka!

Bizonyitas: Algebra3-4-ben, de nem minden szakiranyon.
Lasd: Kiss-jegyzet, 7.6.6. Tétel és 7.4.5. Lemma.

A jegyzetben egy algoritmus is szerepel arra, hogy hogyan
lehet megtalalni a Jordan-alakot, és a hozza tartozé bazist.
Haszna: van képlet a Jordan-alak hatvanyozasara (késébb).
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Minimalpolinom és Jordan-alak

Tétel ‘
Az M matrix minimalpolinomjaban az (x — \) gyoktényezd kitevgje
a legnagyobb A-hoz tartozé Jordan-blokk mérete.
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

=

I
=
o oo
o oo




A Jordan-féle normalalak Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 10 / 19
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N= {1 0 0f.
1 00 0 00

3

Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N= {1 0 0].
100 0 00
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.

Mivel M? =0
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N= {1 0 0].
100 0 00
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.

Mivel M? =0 de N? # 0,
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N= {1 0 0].
100 0 00
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.

Mivel M? =0 de N2 # 0, ezért mpy(x) = x°
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N= {1 0 0].
100 0 00
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.

Mivel M? =0 de N2 # 0, ezért my(x) = x° és my(x) = x°.
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N= {1 0 0].
100 0 00
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.
Mivel M? =0 de N2 # 0, ezért my(x) = x° és my(x) = x°.

Csak az egyetlen 0 sajatértékhez tartoz6 blokkok szerepelhetnek.
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Az M Jordan alakjaban a legnagyobb blokkméret 2 x 2-es,
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N=1]1 0 0f.
100 0 00
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.

Mivel M? =0 de N2 # 0, ezért my(x) = x° és my(x) = x°.
Csak az egyetlen 0 sajatértékhez tartoz6 blokkok szerepelhetnek.
Az M Jordan alakjaban a legnagyobb blokkméret 2 x 2-es,

emellé mar csak egy darab 1 x l-es blokk fér el.
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara
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M=10 0 0 és N=1]1 0 0f.
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara
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Csak az egyetlen 0 sajatértékhez tartoz6 blokkok szerepelhetnek.
Az M Jordan alakjaban a legnagyobb blokkméret 2 x 2-es,
emellé mar csak egy darab 1 x l-es blokk fér el.
Az N Jordan alakjaban egy darab 3 x 3-as blokk van.

Ezért a megfelels Jordan-alakok a kévetkez6k.

0 00 0 00 0 00
M: {1 0 Of|vagy |0 O O, illetve N: |1 0 0f.
0 00 010 010
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Példak a Jordan-alak kiszamitasara

0 00 0 01
M=10 0 0 és N=1]1 0 0f.

1 00 0 00
Mindkét matrix karakterisztikus polinomja —x°.
Mivel M? =0 de N2 # 0, ezért my(x) = x° és my(x) = x°.
Csak az egyetlen 0 sajatértékhez tartoz6 blokkok szerepelhetnek.
Az M Jordan alakjaban a legnagyobb blokkméret 2 x 2-es,
emellé mar csak egy darab 1 x l-es blokk fér el.
Az N Jordan alakjaban egy darab 3 x 3-as blokk van.
Ezért a megfelels Jordan-alakok a kévetkez6k.

0 00 0 00 0 00
M: {1 0 Of|vagy |0 O O, illetve N: |1 0 0f.
0 00 010 010

Az els6 két matrix hasonl6, a blokkok sorrendjében kiilénb&znek.



A Jordan-féle normalalak Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 11/ 19

Diagonalis blokkmatrix hatvanyozasa

Allitas (HF)

D, 0 ... 0 Df 0 ... 0
0 D ... O 0 DY ... 0
0 0 ... D, 0 0 ... Df
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Diagonalis blokkmatrix hatvanyozasa

Allitas (HF)

k

D, 0 ... 0 Df 0 ... 0
0 D ... O 0 DY ... 0
0 0 ... D, 0 0 ... Df
Itt D, ..., D, tetsz6leges, nem feltétleniil egyforma méretii

matrixok,
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Allitas (HF)
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D, 0 ... 0 Df 0 ... 0
0 D ... O 0 DY ... 0
0 0 ... D, 0 0 ... Df
Itt D, ..., D, tetsz6leges, nem feltétleniil egyforma méretii

matrixok, melyeken kiviil minden elem nulla.
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Diagonalis blokkmatrix hatvanyozasa

Allitas (HF)

k

D, 0 ... 0 Df 0 ... 0
0 D ... O 0 DY ... 0
0 0 ... D, 0 0 ... Df
Itt D, ..., D, tetsz6leges, nem feltétleniil egyforma méretii

matrixok, melyeken kiviil minden elem nulla.

Példa
O _
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Diagonalis blokkmatrix hatvanyozasa

Allitas (HF)

k

D, 0 ... 0 Df 0 ... 0
0 D ... O 0 DY ... 0
0 0 ... D, 0 0 ... Df
Itt D, ..., D, tetsz6leges, nem feltétleniil egyforma méretii

matrixok, melyeken kiviil minden elem nulla.

Példa

0 -1 0
1 00 (A felsé blokk 90°-os forgatas!)
0 i
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Diagonalis blokkmatrix hatvanyozasa

Allitas (HF)

k

D, 0 ... 0 Df 0 ... 0
0 D ... O 0 DY ... 0
0 0 ... D, 0 0 ... Df
Itt D, ..., D, tetsz6leges, nem feltétleniil egyforma méretii

matrixok, melyeken kiviil minden elem nulla.

Példa

0 -1 0]*® [-1 0 o0

1 0 0] =| 0 —1 0f (A felss blokk 90°-os forgatas!)
0 0 i 0 0 -1
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas

Jf féatlgja felett nulla all;

,m
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jiim féatlgja felett nulla all;

a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

o = N

_ N o

N O o
Il
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas

Jﬁim féatlgja felett nulla all;

a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

6. eléadas

12 / 19

2 00 s 0 0
1 2 0 = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas
Jam= N+ AE.
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas

Im =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetg,
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas

Jﬁim féatlgja felett nulla all;

a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

6.

eléadas

12 / 19

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas

Iym =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetd, mert
N(AE) = AN = (\E)N
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

12 / 19

k

2 00 s 0 0

1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k

Bizonyitas

Iym =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetd, mert
N(XE) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhaté a binomialis tétel:
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas

Iym =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetd, mert
N(XE) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhaté a binomialis tétel:
(AE + N)k =
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas

Iym =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetd, mert
N(XE) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhaté a binomialis tétel:
(AE + Nk = (AE)k
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas

Iym =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetd, mert
N(XE) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhaté a binomialis tétel:
(AE + N)K = (AE)k + k(AE)k—IN
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Jﬁ\‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas

Iym =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetd, mert
N(AE) = AN = (AE)N. gy alkalmazhat6 a binomialis tétel:
(AE + N)k = (AE)* + kAEYIN + ...+ () (AEY W + ...
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A Jordan-alak hatvanyozasa

Allitas
Ji‘m féatlgja felett nulla all;
a f64tl6 alatti j-edik ,4tls” végig () A7 (ahol j > 0).

k

2 00 s 0 0
1 2 0| = k2k—1 ok 0.
01 2 2k=2k(k —1)/2 kok-1 2k
Yy
Bizonyitas

Im =N+ XE. Itt N és \E felcserélhetd, mert

N(AE) = AN = (AE)N. Igy alkalmazhaté a binomialis tétel:

(AE + N)k = (AE)* + kAEYIN + ...+ () (AEY W + ...
Hasznaljuk fol N/ ismert szerkezetét. O
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Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenzidja: }
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Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A). }
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Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

Régi definicié, F3.4.1: Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl allé
vektorrendszer rangja.
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Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

Régi definicié, F3.4.1: Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl allé
vektorrendszer rangja. Az M sorrangja a soraibdl allé
vektorrendszer rangja.
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Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

Régi definicié, F3.4.1: Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl allé
vektorrendszer rangja. Az M sorrangja a soraibdl allé
vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel (Biz.: Algebra és Szamelmélet, 18. dia)

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.




Leképezés és matrix rangja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 13 /19

Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

Régi definicié, F3.4.1: Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl allé
vektorrendszer rangja. Az M sorrangja a soraibdl allé
vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel (Biz.: Algebra és Szamelmélet, 18. dia)

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja,




Leképezés és matrix rangja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 13 /19

Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

Régi definicié, F3.4.1: Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl allé
vektorrendszer rangja. Az M sorrangja a soraibdl allé
vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel (Biz.: Algebra és Szamelmélet, 18. dia)

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja, jele r(M).
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Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

Régi definicié, F3.4.1: Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl allé
vektorrendszer rangja. Az M sorrangja a soraibdl allé
vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel (Biz.: Algebra és Szamelmélet, 18. dia)

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja, jele r(M).

Tétel (F5.7.11. Feladat)

Egy linearis leképezés rangja ugyanaz, mint tetszéleges
bazisparban felirt matrixanak az oszloprangja:
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Linearis leképezés és matrix rangja

Uj definicié
A € Hom(V, W) rangja a képtér dimenziéja: r(A) = dim Im(A).

Régi definicié, F3.4.1: Az M matrix oszloprangja az oszlopaibdl allé
vektorrendszer rangja. Az M sorrangja a soraibdl allé
vektorrendszer rangja.

F3.4.2. Tétel (Biz.: Algebra és Szamelmélet, 18. dia)

Minden M matrixnak megegyezik a sor- és oszloprangja.
Ez a matrix rangja, jele r(M).

Tétel (F5.7.11. Feladat)

Egy linearis leképezés rangja ugyanaz, mint tetszéleges
bazisparban felirt matrixanak az oszloprangja: r(A) = r([A]).
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]
Vv
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]
Vv 1Y
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]
Vv W
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]

P
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]

S
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]

X( dimImA +dimKerA=dimV
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]

dlmlmA—i- dimKer A =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]

d|mImA+d|mKerA =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
ImAC W
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. ]

d|mImA+d|mKerA =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
ImAC W

r(A) =dimIm A < dim W
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. |

d|mImA+d|mKerA =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
ImAC W

r(A) =dimIm A < dim W

Ha A, B € Hom(V, W), akkor r(A+ B) < r(A) + r(B). J
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. |

d|mImA+d|mKerA =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
ImAC W

r(A) =dimIm A < dim W

Ha A, B € Hom(V, W), akkor r(A+ B) < r(A) + r(B). J

A bizonyitas gondolata
r(A+ B) = dimIm(A + B).
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. |

d|mImA+d|mKerA =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
ImAC W

r(A) =dimIm A < dim W

Ha A, B € Hom(V, W), akkor r(A+ B) < r(A) + r(B). J

A bizonyitas gondolata
r(A+ B) =dimIm(A+ B). HF: Im(A+ B) CIm A+ Im B.
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. |

d|mImA+d|mKerA =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
ImAC W

r(A) =dimIm A < dim W

Ha A, B € Hom(V, W), akkor r(A+ B) < r(A) + r(B). J

A bizonyitas gondolata

r(A+ B) =dimIm(A+ B). HF: Im(A+ B) CIm A+ Im B.
dim(Im A+ Im B) < dimIm A + dimIm B = r(A) + r(B),
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Osszeg rangja

Ha A € Hom(V, W), akkor r(A) < dim V és r(A) < dim W. |

d|mImA+d|mKerA =dimV
r(A) =dimIm A < dim V
ImAC W

r(A) =dimIm A < dim W

Ha A, B € Hom(V, W), akkor r(A+ B) < r(A) + r(B). J

A bizonyitas gondolata

r(A+ B) =dimIm(A+ B). HF: Im(A+ B) CIm A+ Im B.
dim(Im A+ Im B) < dimIm A + dimIm B = r(A) + r(B),

mert dim(U + V) =dim U + dim V —dim(UN V). O
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r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) I
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, J
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

gl
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Szorzat rangja

Tétel (F5 7.12. Feladat)
) és r(AB) B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

]
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

Bizonyitas
Mivel Im AB C Im A, igy
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

Bizonyitas
Mivel Im AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
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Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

Bizonyitas
Mivel Im AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
Legyen D : Im B — W, D(v) = A(v).




Rangra vonatkozé egyenldtlenségek Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 15 / 19

Szorzat rangja

Tétel (F5.7.12. Feladat)
r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B) leképezésekre, igy matrixokra is. J

Bizonyitas
Mivel Im AB C Im A, igy r(AB) = dimIm AB < dimIm A = r(A).
Legyen D : Im B — W, D(v) = A(v).
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Algebrai és transzcendens szamok

Ismétlés (FGy9.1.1, K5.10.8): Az o € C algebrai szam,
ha gyoke egy nem nulla, racionalis egyiitthatés polinomnak.
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A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis Q) fol6tt.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gydke,




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

V

Bizonyitas
Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

V

Bizonyitas
Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.
Mivel C nullosztémentes,




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

V

Bizonyitas
Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) =
Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(«)




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

V

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.
Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.
Az els6 esetben m,, | g,




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

V

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(cr) = my(ar) = 0.
Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.
Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

V

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(cr) = my(ar) = 0.
Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.
Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.
Ezért az m,, = gh felbontas trivialis.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

V

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(a) = mu(a) = 0.
Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.
Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.
Ezért az m,, = gh felbontés trivialis. A masik eset hasonlé.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.

Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.

Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.

Ezért az m,, = gh felbontés trivialis. A masik eset hasonlé.
Megforditva: Ha f(a) = 0 és f normalt, irreducibilis Q) f6lott,




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.

Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.

Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.

Ezért az m,, = gh felbontés trivialis. A masik eset hasonlé.
Megforditva: Ha f(«) = 0 és f normalt, irreducibilis Q fol6tt,
akkor m,, | f miatt m, nem nulla konstans,




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.

Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.

Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.

Ezért az m,, = gh felbontés trivialis. A masik eset hasonlé.
Megforditva: Ha f(«) = 0 és f normalt, irreducibilis Q fol6tt,
akkor m,, | f miatt m, nem nulla konstans, vagy f egységszerese.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.

Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.

Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.

Ezért az m,, = gh felbontés trivialis. A masik eset hasonlé.
Megforditva: Ha f(«) = 0 és f normalt, irreducibilis Q fol6tt,
akkor m,, | f miatt m, nem nulla konstans, vagy f egységszerese.
De m,, nem konstans, mert m,(«) = 0.




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(ar) = mq(a) = 0.

Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.

Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.

Ezért az m,, = gh felbontés trivialis. A masik eset hasonlé.
Megforditva: Ha f(«) = 0 és f normalt, irreducibilis Q fol6tt,
akkor m,, | f miatt m, nem nulla konstans, vagy f egységszerese.
De m,, nem konstans, mert m,(«) = 0.

Ezért m, = f, mert mindkett§ normalt. O




Szamok minimalpolinomja Lin. és absztrakt algebra 6. eléadas 17 / 19

A miniméalpolinom felismerése

K6.1.13. Tétel, K5.10.12. Tétel

Algebrai szam minimalpolinomja irreducibilis ) fol6tt. Megforditva,
ha f € Q[x] normalt, irreducibilis, és o € C gyoke, akkor f = m,.

Bizonyitas

Ha m,(x) = g(x)h(x), akkor g(a)h(cr) = my(ar) = 0.

Mivel C nullosztémentes, innen g(a) = 0 vagy h(a) = 0.

Az els6 esetben m,, | g, azaz g az m,, egységszerese.

Ezért az m,, = gh felbontés trivialis. A masik eset hasonlé.
Megforditva: Ha f(«) = 0 és f normalt, irreducibilis Q fol6tt,
akkor m,, | f miatt m, nem nulla konstans, vagy f egységszerese.
De m,, nem konstans, mert m,(«) = 0.

Ezért m, = f, mert mindkett§ normalt. O

Matrix minimalpolinomja nem mindig irreducibilis, lattunk példakat.
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mert ez normalt, elséfokd, és igy irreducibilis Q) folott.
(2) Az 2 minimalpolinomja Q félott x"” — 2,

ez a Schénemann—Eisenstein miatt irreducibilis Q fol6tt.
(3) A /27 minimalpolinomja Q f3l6tt x* — 27.

Ez irreducibilis, mert masodfoki, és nincs gyoke Q-ban.
(4) A /9 minimélpolinomja Q folétt x> — 0.

Ez irreducibilis, mert harmadfoki, és nincs gycke Q-ban.

Ismétlés: racionalis gyokteszt!
(5) Tudjuk, hogy 1 + i negyedik hatvanya —4.

A minimalpolinomja mégsem x* + 4, hanem x> — 2x + 2.
(6) Az n-edik primitiv egységgyokok kézds minimalpolinomja

Q folott a ®,(x) (n-edik korosztasi polinom).
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melyeknek a szam gydke.

Szam minimalpolinomjanak felismerése irreducibilitas segitségével.
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