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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V-ben,
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V-ben, v € V




Bazistranszformacié Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 2/21

Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)

Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).

Jelslie S = [[di]s. . ... [dn]b} € T7%7 azt a métrixot,
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)

Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b ..... [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek

oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [V]d = S_l[v]b,
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas
Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés,
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas
Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d|
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas
Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = B 1,
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = B!, tovabba [B],, = S
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St




Bazistranszformacié Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 2/21

Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St
Nyilvan [Blg, = E (az egységmatrix).
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St
Nyilvan [Blq, = E és [Cly, /g = E (az egységmatrix).
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St
Nyilvan [Blq, = E és [Cly, /g = E (az egységmatrix).
Ezért [v]g = [BC(V)]d =
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St
Nyilvan [Blq, = E és [Cly, /g = E (az egységmatrix).
Ezért [v]g = [BC(v)]la = [Bla/b[Clo/blvlb =
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis
leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St
Nyilvan [Bly, = E és [Cly, /g = E (az egységmatrix).
Ezért [v]g = [BC(v)la = [Bla/b[Cloblvle = ES™[v]b
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis

leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.

Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St

Nyilvan [Bly, = E és [Cly, /g = E (az egységmatrix).

Ezért [v]g = [BC(v)]d = [Blab[Cloplvle = ES ! [v]o = S~ {V]b.
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis

leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.

Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St

Nyilvan [Bly, = E és [Cly, /g = E (az egységmatrix).

Ezért [v]g = [BC(v)]d = [Blab[Cloplvle = ES ! [v]o = S~ {V]b.

HF: [Blgq =S
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Transzformacié matrixa ) bazisban

A bazistranszformacié képlete (Freud, 5.8.1. Tétel)
Legyenek b és d bazisok V/-ben, v € V és A € Hom(V).
Jeldlje S = {[dl]b, e [dn]b} € T"" azt a matrixot, amelynek
oszlopaiban a d vektorainak koordinatai allnak a b bazisban.
Ekkor [v]g = S™[v]p, tovabba [Aly/q = S~ [Aly/sS.

Bizonyitas

Az elGirhatdsagi tétel miatt |étezik az a B és C linearis

leképezés, melyre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.

Ekkor C = Bil, tovabba [B]b/b =S5 és [C]b/b =St

Nyilvan [Bly, = E és [Cly, /g = E (az egységmatrix).

Ezért [v]g = [BC(v)]d = [Blab[Cloplvle = ES ! [v]o = S~ {V]b.

HF: [B]d/d =S5 és [C]d/d =St
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A = BCABC.
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A= BCABC. Igy
[Ala/a = [Blda/blClb/blAlb/b[Blb/b[Clo/d =
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A= BCABC. Igy

[Ala/a = [Blda/blClb/blAlb/b[Blb/blClosd =
— ES_I[A]b/bSE
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A= BCABC. Igy

[Ala/a = [Blda/blClb/blAlb/b[Blb/blClo/d =
= ES_I[A]b/bSE = S_l[A]b/bS. ]
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A= BCABC. Igy

[Ala/a = [Blda/blClb/blAlb/b[Blb/blClo/d =
= ESil[A]b/bSE = S‘l[A]b/bS. ]

Definicié
Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonlé, ha van olyan
A linearis transzformacio,
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A= BCABC. Igy

[Ala/a = [Blda/blClb/blAlb/b[Blb/blClo/d =
=S ESil[A]b/bSE = Sil[A]b/bS. ]

Definicié

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonlé, ha van olyan
A lineéaris transzformacié, hogy M is és IV is az A matrixa
egy-egy alkalmas bazisban.
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A= BCABC. Igy

[Ala/a = [Bla/blClb/b[Alb/b[Blb/b[Clo/d =
= ESfl[A]b/bSE = Sil[A]b/bS. ]

Definicié

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonlé, ha van olyan
A lineéaris transzformacié, hogy M is és IV is az A matrixa
egy-egy alkalmas bazisban.

Allitas
Az M és N pontosan akkor hasonlé, ha M = S—1NS alkalmas
invertalhaté S € T"*" matrixra.
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Hasonldésag

Bizonyitas (folytatas)
Mivel BC = Iy, ezért A= BCABC. Igy

[Ala/a = [Bla/blClb/b[Alb/b[Blb/b[Clo/d =
= ESfl[A]b/bSE = Sil[A]b/bS. ]

Definicié

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonlé, ha van olyan
A lineéaris transzformacié, hogy M is és IV is az A matrixa
egy-egy alkalmas bazisban.

Allitas
Az M és N pontosan akkor hasonlé, ha M = S—1NS alkalmas
invertalhaté S € T"*" matrixra.

Bizonyitas: HF (bazistranszformacio).
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, |
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).
Legyen u, v € Ker(A),
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).
Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0.
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(\v) = MA(V) = \0 = 0




Képtér és magtér Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 4 /21

Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = XA(v) = X0 =0 = Av € Ker(A).
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = MA(v) = X0 =0 = Av € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )
Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv,
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v),
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v), akkor
A(u—v)=A(u)—A(v) =0,
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v), akkor
Alu—v)=A(u) —A(v) =0, ezert u — v =0,
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v), akkor
A(u—v)=A(u) —A(v) =0, ezért u — v =0, azaz u = v.
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v), akkor
A(u—v)=A(u) —A(v) =0, ezért u — v =0, azaz u = v.

Ha A injektiv, akkor Ker(A) =0,
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v), akkor
A(u—v)=A(u) —A(v) =0, ezért u — v =0, azaz u = v.

Ha A injektiv, akkor Ker(A) = 0, mert ha v € Ker(A),
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J
Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v), akkor
A(u—v)=A(u) —A(v) =0, ezért u — v =0, azaz u = v.

Ha A injektiv, akkor Ker(A) = 0, mert ha v € Ker(A),

akkor A(v) =0 = A(0),
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Magtér és injektivitas

Definici6 (Freud, 5.1.4. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A magtere Ker(A) ={ve V : A(v) = OW}.J

Ker(A) altér V-ben, és pontosan akkor {0y}, ha A injektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Ker(A).

Legyen u, v € Ker(A), ekkor A(u) = A(v) = 0. Ezért
Alu+v)=A(u)+A(v)=04+0=0 = u+ v € Ker(A).
A(Av) = AA(v) = X0 =0 = v € Ker(A). Tehat Ker(A) altér.
Ha Ker(A) = {0}, akkor A injektiv, mert ha A(u) = A(v), akkor
A(u—v)=A(u) —A(v) =0, ezért u — v =0, azaz u = v.

Ha A injektiv, akkor Ker(A) = 0, mert ha v € Ker(A),

akkor A(v) =0 = A(0), igy az injektivitas miatt v = 0. O
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)
A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete,
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.

Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,

5 /21
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v e V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V,
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v e V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, J
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v e V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A).
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0\ € Im(A). Legyen w, t € Im(A),
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v e V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A). Legyen w,t € Im(A), ekkor
A(u) = w és A(v) = t alkalmas u, v € V-re.
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v e V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A). Legyen w,t € Im(A), ekkor
A(u) = w és A(v) = t alkalmas u, v € V-re. Ezért
Alu+v)=Alu)+A(v) =w+t
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v e V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A). Legyen w,t € Im(A), ekkor
A(u) = w és A(v) = t alkalmas u, v € V-re. Ezért
Alu+v)=Au)+Alv)=w+t = w+teIm(A).
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A). Legyen w,t € Im(A), ekkor
A(u) = w és A(v) = t alkalmas u, v € V-re. Ezért
Alu+v)=Alu)+A(v)=w+t = w+telm(A).
A(Nu) = MA(u) = Aw
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A). Legyen w,t € Im(A), ekkor
A(u) = w és A(v) = t alkalmas u, v € V-re. Ezért
Alu+v)=Alu)+A(v)=w+t = w+telm(A).
A(Au) = MA(u) = A\w = Aw € Im(A).
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v € V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. J

Bizonyitas
A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A). Legyen w,t € Im(A), ekkor
A(u) = w és A(v) = t alkalmas u, v € V-re. Ezért
Alu+v)=Alu)+A(v)=w+t = w+telm(A).
A(Au) = MA(u) = A\w = Aw € Im(A). Tehat Im(A) altér.
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Képtér és sziirjektivitas

Definicié (Freud, 5.1.3. Definici6)

A € Hom(V, W). Az A képtere Im(A) = {A(v) e W : v e V}.
Azaz Tm(A) az A értékkészlete, azon w € W vektorokbdl all,
melyekhez van olyan v € V, hogy A(v) = w.

Im(A) altér W-ben, és pontosan akkor \V/, ha A sziirjektiv. )

Bizonyitas

A(0y) = 0y, ezért 0y € Im(A). Legyen w,t € Im(A), ekkor
A(u) = w és A(v) = t alkalmas u, v € V-re. Ezért
Alu+v)=Au)+Alv)=w+t = w+teIm(A).

A(Au) = MA(u) = A\w = Aw € Im(A). Tehat Im(A) altér.
Sziirjektiv akkor és csak akkor, ha értékkészlete az egész V. O

v
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A: V=W, dim(V) véges
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A dimenziététel

Dimenziététel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges — dimIm(A) + dim Ker(A) = dim V.J
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A dimenziététel

Dimenziététel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges — dimIm(A) + dim Ker(A) = dim V.J

Bizonyitas
Legyen b1, ..., b, bazis Ker(A)-ban.




Képtér és magtér Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 6 /21

A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges — dimIm(A) + dim Ker(A) = dim V.)

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava.
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges — dimIm(A) + dim Ker(A) = dim V.)

Bizonyitas
Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1), ..., A(dy,) bazis Im(A)-ban.
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer:
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1), ..., A(dy,) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v e Ve-re.
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.




Képtér és magtér Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 6 /21

A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = i A(dr) + ... + umA(dm),
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = i A(di) + ... + mA(dm), mert A(b;) = 0.
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges — dimIm(A) + dim Ker(A) = dim V.)

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = i A(di) + ... + mA(dm), mert A(b;) = 0.
Fiiggetlen:
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = i A(di) + ... + mA(dm), mert A(b;) = 0.
Fluggetlen: Tegyiik fol, hogy p1A(di) + ... + umA(dm) = 0.
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges — dimIm(A) + dim Ker(A) = dim V.)

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = i A(di) + ... + mA(dm), mert A(b;) = 0.
Fluggetlen: Tegyiik fol, hogy p1A(di) + ... + umA(dm) = 0.
Ekkor v = pudi + ... + pumdm € Ker(A),
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1). ..., A(dy) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = i A(di) + ... + mA(dm), mert A(b;) = 0.
Fluggetlen: Tegyiik fol, hogy p1A(di) + ... + umA(dm) = 0.
Ekkor v = pudi + ... + pumdn, € Ker(A), és igy felirhaté

v =MAbi + ...+ A\,b, alakban is.
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1), ..., A(dy,) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = u1A(di) + ... + umA(dm), mert A(b;) = 0.
Fluggetlen: Tegyiik fol, hogy p1A(di) + ... + umA(dm) = 0.
Ekkor v = pidi + ... + pmdm € Ker(A), és igy felirhaté

v =Mby + ...+ \,b, alakban is. Bazisban v felirasa
egyértelmii,
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A dimenziététel

Dimenzi6tétel (Freud, 5.4.1. Tétel)
A: V=W, dim(V) véges = dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Bizonyitas

Legyen by, ..., b, bazis Ker(A)-ban. Egészitsiik ezt ki
ad,...,dn, vektorokkal V' egy bazisava. Ekkor dim V' = m + n,
igy elég belatni, hogy A(d1), ..., A(dy,) bazis Im(A)-ban.
Generatorrendszer: Ha w € Im(A), akkor w = A(v) alkalmas

v € V-re. Legyen v =A\1b1 + ...+ A\pby + p1d1 + ... + pimdm.
Ekkor w = A(v) = u1A(di) + ... + umA(dm), mert A(b;) = 0.
Fluggetlen: Tegyiik fol, hogy p1A(di) + ... + umA(dm) = 0.
Ekkor v = pidi + ... + pmdm € Ker(A), és igy felirhaté

v =Mby + ...+ \,b, alakban is. Bazisban v felirasa
egyértelmi, ezért 3 = ... = puym = 0. Ol
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)
Ha dim(V) véges, és A € Hom(V),
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Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas
Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas
Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.
Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V/),




Képtér és magtér Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 7/21

A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas
Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.
Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0,
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0, ezért dimIm(A) = dim(V).
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0, ezért dimIm(A) = dim(V).
Mivel valédi altér dimenzidja kisebb, ezért A sziirjektiv is. Ol

4
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0, ezért dimIm(A) = dim(V).

Mivel valédi altér dimenzidja kisebb, ezért A sziirjektiv is. D/

Végtelen dimenziéban nem igaz!
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0, ezért dimIm(A) = dim(V).

Mivel valédi altér dimenzidja kisebb, ezért A sziirjektiv is. D)

Végtelen dimenziéban nem igaz! Példa:
R[x]-ben A(f(x)) = xf(x).
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0, ezért dimIm(A) = dim(V).
Mivel valédi altér dimenzidja kisebb, ezért A sziirjektiv is. Ol

Végtelen dimenziéban nem igaz! Példa:
R[x]-ben A(f(x)) = xf(x). Injektiv, de nem sziirjektiv.
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0, ezért dimIm(A) = dim(V).

Mivel valédi altér dimenzidja kisebb, ezért A sziirjektiv is. D/

Végtelen dimenziéban nem igaz! Példa:
R[x]-ben A(f(x)) = xf(x). Injektiv, de nem sziirjektiv.
R[x]-ben A(f(x)) = f'(x) (derivalt).
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A dimenziététel kdvetkezménye

Kovetkezmény (Freud, 5.4.2. Tétel)

Ha dim(V/) véges, és A € Hom(V/), akkor A sziirjektivitasa és
injektivitasa (kiilon) is elegend6 az invertalhatésaghoz.

Bizonyitas

Dimenziététel: dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V.

Ha A sziirjektiv, akkor dim Im(A) = dim(V), igy dim Ker(A) = 0.
Ezért Ker(A) = 0, és igy A injektiv is.

Ha A injektiv, akkor dim Ker(A) = 0, ezért dimIm(A) = dim(V).
Mivel valédi altér dimenzidja kisebb, ezért A sziirjektiv is. Ol

Végtelen dimenziéban nem igaz! Példa:
R[x]-ben A(f(x)) = xf(x). Injektiv, de nem sziirjektiv.
R[x]-ben A(f(x)) = f'(x) (derivalt). Sziirjektiv, de nem injektiv.

v




Az invertalhatésag jellemzései Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 8 /21

Leképezés determinansa

Definici6
Legyen A € Hom(V/), ahol V/ véges dimenziés vektortér.
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa,
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban?
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!

A bézistranszformacié képlete miatt [Alq /g = 5‘1[A]b/b5.
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!

A bézistranszformacié képlete miatt [Alq /g = 5‘1[A]b/b5.
Determinénsok szorzastétele: det (S *[A],,S) = det ([Al,p),
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!

A bézistranszformacié képlete miatt [Alq /g = 5_1[A]b/b5.
Determinénsok szorzastétele: det (S *[A],,S) = det ([Al,p),
hiszen a det(S ') és det(S) szamok egymas reciprokai.
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!

A bézistranszformacié képlete miatt [Alq /g = 5_1[A]b/b5.
Determinénsok szorzastétele: det (S *[A],,S) = det ([Al,p),
hiszen a det(S ') és det(S) szamok egymas reciprokai.

A det(A) jelentése: hanyszorosara néveli A a térfogatot.
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V/ véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!

A bézistranszformacié képlete miatt [Alq /g = Sfl[A]b/bS.
Determinénsok szorzastétele: det (S *[A],,S) = det ([Al,p),
hiszen a det(S ') és det(S) szamok egymas reciprokai.

A det(A) jelentése: hanyszorosara noveli A a térfogatot.
Pontos targyalas elGjeles mértékek segitségével:
lasd Freud-jegyzet, 9.8. szakasz.
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V/ véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!

A bézistranszformacié képlete miatt [Alq /g = Sfl[A]b/bS.
Determinénsok szorzastétele: det (S *[A],,S) = det ([Al,p),
hiszen a det(S ') és det(S) szamok egymas reciprokai.

A det(A) jelentése: hanyszorosara noveli A a térfogatot.
Pontos targyalas elGjeles mértékek segitségével:

lasd Freud-jegyzet, 9.8. szakasz.

det(A) pozitiv, ha A iranyitastarto,
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Leképezés determinansa

Definicié
Legyen A € Hom(V/), ahol V/ véges dimenziés vektortér.
Ekkor A determinansa det(A) = det[A].

[A] az A matrixa, de melyik bazisban? MINDEGY!

A bézistranszformacié képlete miatt [Alq /g = Sfl[A]b/bS.
Determinénsok szorzastétele: det (S *[A],,S) = det ([Al,p),
hiszen a det(S ') és det(S) szamok egymas reciprokai.

A det(A) jelentése: hanyszorosara noveli A a térfogatot.

Pontos targyalas elGjeles mértékek segitségével:

lasd Freud-jegyzet, 9.8. szakasz.

det(A) pozitiv, ha A iranyitastart6, negativ, ha A iranyitasvalté.
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Az invertalhatésag nyolc jellemzése

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)
Ha dim(V') véges, és 0 # A € Hom(V), akkor ekvivalens:
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Az invertalhatésag nyolc jellemzése

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

Ha dim(V') véges, és 0 # A € Hom(V), akkor ekvivalens:
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Az invertalhatésag nyolc jellemzése

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

Ha dim(V') véges, és 0 # A € Hom(V), akkor ekvivalens:
(1) Ainvertalhaté (azaz van kétoldali inverze, ami linearis).
(2) A-nak van balinverze (93X € Hom( V), melyre XA = /).
(3) A-nak van jobbinverze. (3X € Hom(V), melyre AX = /).
(4) A nem bal oldali nulloszt6 (azaz AC =0 — C =0).
(5) A nem jobb oldali nulloszté (azaz DA=0 — D =0).
(6) A injektiv (azaz Ker(A) = {0}).

(7) A sziirjektiv (azaz Im(A) = V).

(8) A bijektiv.

(9) det(A) #0.

Itt C és D is Hom(\/)-ben van.
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Az A mint fiiggvény pontosan akkor invertalhaté, ha bijektiv.
llyenkor az inverze is linearis: HF.
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(1) = (2),(3) trivialis, (6),(7) = (8) volt mar. J

Az A mint fiiggvény pontosan akkor invertalhaté, ha bijektiv.
llyenkor az inverze is linearis: HF. Ezért (8) < (1).

Az A pontosan akkor invertalhaté, ha [A] invertalhato.
Egy M matrix pontosan akkor invertalhaté, ha det(M) # 0
(el6z6 félév). Ezért (8) < (9).

Ha A bal oldali nullosztd, akkor nem lehet balinverze. Mert
ha AC =0, de XA =1, akkor 0 =X(AC) = (XA)C = IC = C.




Az invertalhatésag jellemzései Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 10 / 21

Az invertalhatdsag jellemzései: megjegyzések

(1) = (2),(3) trivialis, (6),(7) = (8) volt mar. J
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llyenkor az inverze is linearis: HF. Ezért (8) < (1).

Az A pontosan akkor invertalhaté, ha [A] invertalhato.
Egy M matrix pontosan akkor invertalhaté, ha det(M) # 0
(el6z6 félév). Ezért (8) < (9).

Ha A bal oldali nullosztd, akkor nem lehet balinverze. Mert
ha AC =0, de XA =1, akkor 0 =X(AC) = (XA)C = IC = C.
Ez ugyanaz az Gtlet, mint hogy test nullosztémentes.
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Az invertalhatdsag jellemzései: megjegyzések

(1) = (2),(3) trivialis, (6),(7) = (8) volt mar. J

Az A mint fiiggvény pontosan akkor invertalhaté, ha bijektiv.
llyenkor az inverze is linearis: HF. Ezért (8) < (1).

Az A pontosan akkor invertalhaté, ha [A] invertalhato.
Egy M matrix pontosan akkor invertalhaté, ha det(M) # 0
(el6z6 félév). Ezért (8) < (9).

Ha A bal oldali nullosztd, akkor nem lehet balinverze. Mert

ha AC =0, de XA =1, akkor 0 =X(AC) = (XA)C = IC = C.
Ez ugyanaz az Gtlet, mint hogy test nullosztémentes.

Ezért (2) — (4).
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Az invertalhatdsag jellemzései: megjegyzések

(1) = (2),(3) trivialis, (6),(7) = (8) volt mar. J

Az A mint fiiggvény pontosan akkor invertalhaté, ha bijektiv.
llyenkor az inverze is linearis: HF. Ezért (8) < (1).

Az A pontosan akkor invertalhaté, ha [A] invertalhato.
Egy M matrix pontosan akkor invertalhaté, ha det(M) # 0
(el6z6 félév). Ezért (8) < (9).

Ha A bal oldali nullosztd, akkor nem lehet balinverze. Mert

ha AC =0, de XA =1, akkor 0 =X(AC) = (XA)C = IC = C.
Ez ugyanaz az Gtlet, mint hogy test nullosztémentes.

Ezért (2) = (4). Hasonléan (3) = (5) (HF).
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Ha nem injektiv, akkor bal nulloszté

Tehat elég belatni, hogy (4) = (6) és (5) = (7), mert igy
a bebizonyitott nyilakon barmely két allitas kdzott elmehetiink!

Allitas ((4) = (6))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V) nem injektiv,
akkor létezik 0 # C € Hom( V), hogy AC = 0.

Bizonyitas
A nem injektiv, ezért létezik 0 # v € Ker(A).
Legyen by, ..., b, bazis V-ben.
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Ha nem injektiv, akkor bal nulloszté

Tehat elég belatni, hogy (4) = (6) és (5) = (7), mert igy
a bebizonyitott nyilakon barmely két allitas kdzott elmehetiink!

Allitas ((4) = (6))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V) nem injektiv,
akkor létezik 0 # C € Hom( V), hogy AC = 0.

Bizonyitas
A nem injektiv, ezért létezik 0 # v € Ker(A).
Legyen by, ..., b, bazis V-ben. Az elGirhatésagi tétel miatt

van olyan C € Hom(V), hogy C(b;) = v minden j-re.
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Ha nem injektiv, akkor bal nulloszté

Tehat elég belatni, hogy (4) = (6) és (5) = (7), mert igy
a bebizonyitott nyilakon barmely két allitas kdzott elmehetiink!

Allitas ((4) = (6))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V) nem injektiv,
akkor létezik 0 # C € Hom( V), hogy AC = 0.

Bizonyitas

A nem injektiv, ezért létezik 0 # v € Ker(A).

Legyen by, ..., b, bazis V-ben. Az elGirhatésagi tétel miatt
van olyan C € Hom(V), hogy C(b;) = v minden j-re.
Tehat C # 0.
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Ha nem injektiv, akkor bal nulloszté

Tehat elég belatni, hogy (4) = (6) és (5) = (7), mert igy
a bebizonyitott nyilakon barmely két allitas kdzott elmehetiink!

Allitas ((4) = (6))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V) nem injektiv,
akkor létezik 0 # C € Hom( V), hogy AC = 0.

Bizonyitas

A nem injektiv, ezért létezik 0 # v € Ker(A).

Legyen by, ..., b, bazis V-ben. Az elGirhatésagi tétel miatt
van olyan C € Hom(V), hogy C(b;) = v minden j-re.
Tehat C # 0. Ugyanakkor AC(b;) = A(v) = 0 minden j-re,
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Ha nem injektiv, akkor bal nulloszté

Tehat elég belatni, hogy (4) = (6) és (5) = (7), mert igy
a bebizonyitott nyilakon barmely két allitas kdzott elmehetiink!

Allitas ((4) = (6))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V) nem injektiv,
akkor létezik 0 # C € Hom( V), hogy AC = 0.

Bizonyitas

A nem injektiv, ezért létezik 0 # v € Ker(A).

Legyen by, ..., b, bazis V-ben. Az elGirhatésagi tétel miatt
van olyan C € Hom(V), hogy C(b;) = v minden j-re.
Tehat C # 0. Ugyanakkor AC(b;) = A(v) = 0 minden j-re,
mert v € Ker(A).
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Ha nem injektiv, akkor bal nulloszté

Tehat elég belatni, hogy (4) = (6) és (5) = (7), mert igy
a bebizonyitott nyilakon barmely két allitas kdzott elmehetiink!

Allitas ((4) = (6))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V) nem injektiv,
akkor létezik 0 # C € Hom( V), hogy AC = 0.

Bizonyitas

A nem injektiv, ezért létezik 0 # v € Ker(A).

Legyen by, ..., b, bazis V-ben. Az elGirhatésagi tétel miatt

van olyan C € Hom(V), hogy C(b;) = v minden j-re.

Tehat C # 0. Ugyanakkor AC(b;) = A(v) = 0 minden j-re,

mert v € Ker(A). Azaz AC egy bazis minden elemét nullaba viszi,
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Ha nem injektiv, akkor bal nulloszté

Tehat elég belatni, hogy (4) = (6) és (5) = (7), mert igy
a bebizonyitott nyilakon barmely két allitas kdzott elmehetiink!

Allitas ((4) = (6))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V) nem injektiv,
akkor létezik 0 # C € Hom( V), hogy AC = 0.

Bizonyitas

A nem injektiv, ezért létezik 0 # v € Ker(A).

Legyen by, ..., b, bazis V-ben. Az elGirhatésagi tétel miatt

van olyan C € Hom(V), hogy C(b;) = v minden j-re.

Tehat C # 0. Ugyanakkor AC(b;) = A(v) = 0 minden j-re,

mert v € Ker(A). Azaz AC egy bazis minden elemét nullaba viszi,
igy minden vektort nullaba visz, tehat AC = 0. my
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))
Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))
Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas
A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.
Legyen by, ..., b, bazis Im(A)-ban,
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas
A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V' egy bazisava.
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.
Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),
hogy D(b;) = 0 minden i-re
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))
Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
Tehat D # 0,
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))
Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
Tehat D # 0, viszont D(v) = 0 minden v € Im(A)-ra,




Az invertalhatésag jellemzései Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 12 /21

Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
Tehat D # 0, viszont D(v) = 0 minden v € Im(A)-ra,

mert minden ilyen v felirhaté \1by + ... + A\, by, alakban,
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
Tehat D # 0, viszont D(v) = 0 minden v € Im(A)-ra,

mert minden ilyen v felirhaté \1by + ... + A\, by, alakban,
és D(Aiby + ...+ Ambm) =
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
Tehat D # 0, viszont D(v) = 0 minden v € Im(A)-ra,

mert minden ilyen v felirhaté \1by + ... + A\, by, alakban,
és D(Aibi + ...+ Ambm) = A\iD(b1) + ... + AmD(bm)
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))

Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
Tehat D # 0, viszont D(v) = 0 minden v € Im(A)-ra,

mert minden ilyen v felirhaté \1by + ... + A\, by, alakban,
és D(Aibi + ...+ Ambm) = \1D(b1) + ... + AmD(bm) = 0.
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))
Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.
Tehat D # 0, viszont D(v) = 0 minden v € Im(A)-ra,

mert minden ilyen v felirhaté \1by + ... + A\, by, alakban,
és D(Aibi + ...+ Ambm) = \1D(b1) + ... + AmD(bm) = 0.
Igy DA(w) = 0 minden w € V-re,
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Ha nem sziirjektiv, akkor jobb nulloszté

Allitas ((5) = (7))
Ha V véges dimenzids, és 0 # A € Hom( V') nem sziirjektiv,
akkor létezik 0 # D € Hom(V), hogy DA = 0.

Bizonyitas

A nem sziirjektiv, igy Im(A) nem az egész V.

Legyen by, ..., by, bazis Im(A)-ban, és egészitsiik ezt ki
ad,...,d vektorokkal V/ egy bazisava. Ekkor k # 0.

Az el@irhat6sagi tétel miatt van olyan D € Hom(V),

hogy D(b;) = 0 minden i-re és D(d;) = d; # 0 minden j-re.

Tehat D # 0, viszont D(v) = 0 minden v € Im(A)-ra,

mert minden ilyen v felirhaté \1by + ... + A\, by, alakban,

és D(Aibi + ...+ Ambm) = \1D(b1) + ... + AmD(bm) = 0.

Igy DA(w) = 0 minden w € V-re, mert v = A(w) € Tm(A). DJ
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)
A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:
(1) M invertalhaté
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)
A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)
A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).

(2) M-nak van balinverze.
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
(2) M-nak van balinverze.

(3) M-nak van jobbinverze.
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
(2) M-nak van balinverze.
(3) M-nak van jobbinverze.
(4)

4) M nem bal oldali nulloszté
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)
A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
2)
(3) M-nak van jobbinverze.

(4) M nem bal oldali nulloszté (azaz MC =0 — C =0).

M-nak van balinverze.
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)
A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
2)
(3) M-nak van jobbinverze.

(4) M nem bal oldali nulloszté (azaz MC =0 — C =0).

M-nak van balinverze.

Itt C is T "_beli matrix.

13 /21
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
2
3
4
5

M-nak van balinverze.
M-nak van jobbinverze.
M nem bal oldali nulloszté (azaz MC =0 — C = 0).

M nem jobb oldali nulloszté

(2)
(3)
(4)
(5)

Itt C is T "_beli matrix.




Az invertalhatésag jellemzései Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 13 /21

Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
2
3
4
5

M-nak van balinverze.

M-nak van jobbinverze.

M nem bal oldali nulloszté (azaz MC =0 — C = 0).
M nem jobb oldali nulloszté (azaz DM =0 =— D = 0).

(2)
(3)
(4)
(5)

Itt C és D is T"*"-beli matrix.
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)
A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
2
3) M-nak van jobbinverze.

) M-nak van balinverze.
)

4) M nem bal oldali nulloszté (azaz MC =0 — C = 0).
)
)

(
(
(
(5) M nem jobb oldali nulloszté (azaz DM =0 = D = 0).

(9) det(M) #£ 0.
Itt C és D is T"*"-beli matrix.
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Matrix invertalhatésaganak jellemzései

Tétel (Freud, 5.6. szakasz)

A 0# M e T"" matrixra ekvivalens:

(1) M invertalhaté (azaz van kétoldali inverze).
(2
3
(
(

) M-nak van balinverze.
)

4) M nem bal oldali nulloszté (azaz MC =0 — C = 0).
)
)

M-nak van jobbinverze.

5) M nem jobb oldali nulloszté (azaz DM =0 = D = 0).
(9) det(M) # 0.
Itt C és D is T"""-beli matrix.

Bizonyitas
A matrixok és a linearis transzformaciék kozotti kolcsondsen
egyértelmii, mivelettarté megfeleltetésbsl kovetkezik.




Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) I

«O>» «F>» «E)>»
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Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB =, I

«O>» «F>» «E)>»

<

v
it

DA
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I. J
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = I, akkor BA = /.

Bizonyitas
A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas
A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas
A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.
Ekkor (CA)B = C(AB)
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas
A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.
Ekkor IB = (CA)B = C(AB)
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas
A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.
Ekkor B = IB = (CA)B = C(AB)
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas
A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.
Ekkor B=IB = (CA)B = C(AB) = CI
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas
A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.
Ekkor B =IB = (CA)B = C(AB) = Cl = C.
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas

A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.
Ekkor B =IB = (CA)B = C(AB) = Cl = C.

Azaz B = C
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas

A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.

Ekkor B=IB = (CA)B = C(AB) = Cl = C.

Azaz B = C tehat B kétoldali inverz: BA = CA = I. O
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas

A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.

Ekkor B=IB = (CA)B = C(AB) = Cl = C.

Azaz B = C tehat B kétoldali inverz: BA = CA = I. O

Fontos megjegyzés
Innen négyzetes matrixokra MN = E — NM = E.
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas

A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.

Ekkor B=IB = (CA)B = C(AB) = Cl = C.

Azaz B = C tehat B kétoldali inverz: BA = CA = I. O

Fontos megjegyzés

Innen négyzetes matrixokra MN = E — NM = E.
Ezt tavaly el6jeles aldeterminansokkal bizonyitottuk.
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas

A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.

Ekkor B=IB = (CA)B = C(AB) = Cl = C.

Azaz B = C tehat B kétoldali inverz: BA = CA = I. O

Fontos megjegyzés

Innen négyzetes matrixokra MN = E — NM = E.
Ezt tavaly elGjeles aldeterminansokkal bizonyitottuk.
A mostani szamolasmentes bizonyitas mélyén a dimenziététel van.
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Bal- és jobbinverz

Tétel
Ha dim(V) véges, A, B € Hom(V) és AB = [, akkor BA = I.

Bizonyitas

A feltétel szerint A-nak van jobbinverze (a B),

ezért az el6z6 tétel miatt van egy C balinverze is: CA = /.

Ekkor B=IB = (CA)B = C(AB) = Cl = C.

Azaz B = C tehat B kétoldali inverz: BA = CA = I. O

Fontos megjegyzés

Innen négyzetes matrixokra MN = E — NM = E.

Ezt tavaly elGjeles aldeterminansokkal bizonyitottuk.

A mostani szamolasmentes bizonyitas mélyén a dimenziététel van.
Ez az absztrakt médszerek erejét demonstralja.
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom(V') diagonalizalhatd, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom(V') diagonalizalhatd, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.

A€ Hom(V) és by, ..., b, ilyen bazis.
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom(V') diagonalizalhatd, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.

A€ Hom(V) és by, ..., b, ilyen bazis. Ha [A]y}, f6atléjaban
Ay, Ay all,
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom(V') diagonalizalhatd, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.

A€ Hom(V) és by, ..., b, ilyen bazis. Ha [A],, f6atléjaban

/\1, .. .,)\n é”, akkor A(bl) = )\1[)17
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom(V') diagonalizalhatd, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.

Ac Hom(V) és by, ..., by, ilyen bazis. Ha [A],;, féatlgjaban
A, ..oy Ay all, akkor A(by) = Aiby, ..., A(b,) = A\nb, kell.
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom( V) diagonalizalhaté, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.

A€ Hom(V) és by, ..., b, ilyen bazis. Ha [A],, f6atléjaban

/\1, cey )\n é”, akkor A(bl) = )\1[)17 . ,A(bn) = )\nbn kell.

Definicié (F6.1.1. és F6.1.2. Definici6)

V vektortér, Ac Hom V ésv e V (vagy Ac T""ésve T,
Ha A(v) = Av, ahol v # 0
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A€ Hom(V) és by, ..., b, ilyen bazis. Ha [A]y}, f6atléjaban
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V vektortér, Ac Hom V ésv e V (vagy Ac T""ésve T,
Ha A(v) = Av, ahol v # 0 (de A lehet nulla), akkor
A sajatértéke, v pedig egy A-hoz tartozé sajatvektora A-nak.
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a \-hoz tartozé sajatvektorok és a nullvektor. HF: ez altér.
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom(V') diagonalizalhatd, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.

A€ Hom(V) és by, ..., b, ilyen bazis. Ha [A]y}, f6atléjaban
A, ..oy Ay all, akkor A(by) = Aiby, ..., A(b,) = A\nb, kell.

Definicié (F6.1.1. és F6.1.2. Definici6)

V vektortér, Ac Hom V ésv e V (vagy Ac T""ésve T,
Ha A(v) = Av, ahol v # 0 (de A lehet nulla), akkor

A sajatértéke, v pedig egy A-hoz tartozé sajatvektora A-nak.

A )\ sajatértékhez tartozé sajataltér {v : A(v) = Av}, vagyis

a \-hoz tartozé sajatvektorok és a nullvektor. HF: ez altér.

Nyilvan Av = Av <= [A][v] = A[v].
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Leképezés diagonalis matrixa

Definici6
A € Hom(V') diagonalizalhatd, ha van olyan bazis,
amelyben A matrixa diagonalis.

A€ Hom(V) és by, ..., b, ilyen bazis. Ha [A]y}, f6atléjaban
A, ..oy Ay all, akkor A(by) = Aiby, ..., A(b,) = A\nb, kell.

Definicié (F6.1.1. és F6.1.2. Definici6)

V vektortér, Ac Hom V ésv e V (vagy Ac T""ésve T,
Ha A(v) = Av, ahol v # 0 (de A lehet nulla), akkor

A sajatértéke, v pedig egy A-hoz tartozé sajatvektora A-nak.

A )\ sajatértékhez tartozé sajataltér {v : A(v) = Av}, vagyis

a \-hoz tartozé sajatvektorok és a nullvektor. HF: ez altér.

Nyilvan Av = Av <= [A][v] = A[v|. Ezért A sajatértékei
ugyanazok, mint a matrixanak a sajatértékei.
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)
A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis. J
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)
A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.

A(v) = Av
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

A(v) =Av <= 0=Av — v
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

A(v) =Av <= 0=Av— v =Av— Alv
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatérték
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatértek <= Ker(A — \I) # {0}
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.
v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatérték <= Ker(A — M) # {0} <= det(A— \I) =0.
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatérték <= Ker(A — M) # {0} <= det(A— \I) =0.

Példa

Legyen A a tiikrdzés az y = x egyenesre.
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av—Alv=(A— \)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatérték <= Ker(A — M) # {0} <= det(A— \I) =0.

Példa
Legyen A a tiikrozés az y = x egyenesre. Mi lesz det(A — /)7
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)

A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.

v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av - Alv=(A— A)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatértek <= Ker(A — \l) # {0} <= det(A— \I) =0.

Példa

Legyen A a tiikrozés az y = x egyenesre. Mi lesz det(A — \/)7
Leképezés determinansa a matrixanak a determinénsa.
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A sajatértékek meghatarozasa

Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)
A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.

V

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av - Alv=(A— A)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatértek <= Ker(A — \l) # {0} <= det(A— \I) =0.

Példa

Legyen A a tiikrozés az y = x egyenesre. Mi lesz det(A — \/)7
Leképezés determinansa a matrixanak a determinénsa.
A sik szokasos bazisaban

A=
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Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)
A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.

v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av - Alv=(A— A)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatértek <= Ker(A — \l) # {0} <= det(A— \I) =0.

Példa

Legyen A a tiikrozés az y = x egyenesre. Mi lesz det(A — \/)7
Leképezés determinansa a matrixanak a determinénsa.
A sik szokasos bazisaban

B e b
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Kovetkezmény (Freud, 6.1.4. Tétel)
A € Hom(V) diagonalizalhaté <= van sajatvektorokbdl allé bazis.

v

Alv)=Av <= 0=Av—-Av=Av - Alv=(A— A)v.
Azaz v sajatvektor a \ sajatértékhez <= 0 4 v € Ker(A — \/).
Igy \ sajatértek <= Ker(A — \l) # {0} <= det(A— \I) =0.

Példa

Legyen A a tiikrozés az y = x egyenesre. Mi lesz det(A — \/)7
Leképezés determinansa a matrixanak a determinénsa.
A sik szokasos bazisaban
0— A 1
|

B e b
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A karakterisztikus polinom

Definici6
ka(x) = det(A — xl) az A karakterisztikus polinomja. J
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A karakterisztikus polinom

Definici6
ka(x) = det(A — xl) az A karakterisztikus polinomja.

Tétel (Freud, 6.2. szakasz)
M e T,
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A karakterisztikus polinom

Definicié
ka(x) = det(A — xI) az A karakterisztikus polinomja.

Tétel (Freud, 6.2. szakasz)

M e T"" az M karakterisztikus polinomja ky; = det(M — xE),
és ennek gyoktényez8s alakja (—1)"(x — A1)...(x — A,).
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Tétel (Freud, 6.2. szakasz)

M e T"" az M karakterisztikus polinomja ky; = det(M — xE),
és ennek gyoktényezss alakja (—1)"(x — A1) ... (x — \p).

(1) A kp tényleg n-edfoki polinom (—1)" f6egyiitthatéval.

(2) A ky karakterisztikus polinom gydkei az M sajatértékei.
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(2) A ky karakterisztikus polinom gydkei az M sajatértékei.

(3) A sajatértékek osszege, A1 + ...+ A\, az M matrix
nyoma, vagyis az M fgatléjaban allé elemek 6sszege.

Ez a ky polinomban x"~! egyiitthatéjanak (—1)" '-szerese.

(4) A sajatértékek szorzata A; ...\, = det(M).
Ez a ky polinom konstans tagja.
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.
Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész).
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elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.

Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.
cos(a) —x  —sin(a) |

ka(x) = det sin(a)  cos(a) — x|
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.
Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.

k) =t | G0 o) ] = o) =) i) =
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.

Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.
cos(a) —x  —sin(a)

— (cos(a) — x)°+ sin®(a) =
sin(«a) cos(a) — x *< (a) ) + (a)

/(A(X) = det

= x? — (2cos a)x + (cos? a + sin® @)
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.

Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.
cos(a) —x  —sin(a)

— (cos(a) — x)°+ sin®(a) =
sin(«a) cos(a) — x *< (a) ) + (a)
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= x?> — (2cosa)x + (cos? a +sin® a) = x? — (2cosa)x + 1.
Gyokei cos a =+ isin a,
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.

Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.
cos(a) —x  —sin(a)

— (cos(a) — x)°+ sin®(a) =
sin(«a) cos(a) — x *< (a) ) + (a)

/(A(X) = det

= x* — (2cos a)x + (cos® o + sin a) = x> — (2cosa)x + 1.
Gyokei cos o + isin o, azaz komplex sajatértékek!
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Példak karakterisztikus polinomra
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Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
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— (cos(a) — x)°+ sin®(a) =
sin(«a) cos(a) — x *< (a) ) + (a)

/(A(X) = det
= x? — (2cosa)x + (cos? a + sin® ) = x? — (2cos a)x + 1.
Gyokei cos o + isin o, azaz komplex sajatértékek!

Az A matrixdnak nyoma 2 cos a,
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.

Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.
cos(a) —x  —sin(a)

— (cos(a) — x)°+ sin®(a) =
sin(«a) cos(a) — x *< (a) ) + (a)

/(A(X) = det
= x? — (2cosa)x + (cos? a + sin® ) = x? — (2cos a)x + 1.
Gyokei cos o + isin o, azaz komplex sajatértékek!
Az A matrixdnak nyoma 2 cos «, determinansa 1.
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.

Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert

elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.
cos(a) — x  —sin(«) 2, .o

k f— . f— — f—

A(x) det{ (o) cos(ar) — x (cos(a) — x)“+ sin*(w)

= x? — (2cosa)x + (cos? a + sin® ) = x? — (2cos a)x + 1.

Gydkei cos o + isin v, azaz komplex sajatértékek!

Az A matrixdnak nyoma 2 cos «, determinansa 1.

31
Legyen M = {1 1].
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1

3
Legyen M = {1 1

]. Ekkor kni(x) = det F‘X L }

-1 1-—x
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31
-1 1

=x? —4x 44 =(x—2)%

Legyen M = {

]. Ekkor kni(x) = det F‘X L }

-1 1-—x
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Legyenl\/l:{ 31 S=oe }

-1 1 -1 1—x
= x? —4x 4 = (x — 2)%. Tehat 2 az egyetlen sajatérték.

]. Ekkor kp(x) = det {
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Példak karakterisztikus polinomra

Legyen A a sikon az origé koriili ov szogii forgatas.
Valés sajatvektor csak ov = k180° esetén van (k egész). Mert
elemi geometria: sajatvektor parhuzamos az elforgatottjaval.

o) = et [ = eoste) ~ ) sin(e) =

= x? — (2cosa)x + (cos? a + sin® ) = x? — (2cos a)x + 1.
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cos(a) —x  —sin(a)
sin(«a) cos(a) — x

Legyenl\/l:{ 31 S=oe }

-1 1 -1 1-—x
= x? —4x 4 = (x — 2)%. Tehat 2 az egyetlen sajatérték.
Ez kétszeres gydke kpj-nek! Nyom = 2 + 2, determindns = 2 - 2.

]. Ekkor kp(x) = det {

v
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2 ol =+ [
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2 ol[l=2 [ = B[]
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T E 1 ] — []-o [] e
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- b~ - [;1]]

Tehat az 1-hez tartozé sajatvektorok r

| —
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[A] = {(1’ (ﬂ o ka(x) = X% 1 — az A sajatertékei 1.
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_
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| —
[y
|
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A sik szokasos bazisaban

[A] = {(1’ (ﬂ o ka(x) = X% 1 — az A sajatertékei 1.

A sajatvektorokra A(v) = 1-v és A(v) = (—1) - v.
3ol =B = B

Tehat az 1-hez tartozé sajatvektorok r {

azaz x = y.

iy B

1 (ahol r valés, r # 0).
. . 1
Ugyanigy a —1-hez tartozé sajatvektorok r [J (r #0).
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Legyen A a titkrozés az y = x egyenesre. Mik A sajatvektorai?
A sik szokasos bazisaban

[A] = {(1’ (ﬂ o ka(x) = X% 1 — az A sajatertékei 1.

A sajatvektorokra A(v) = 1-v és A(v) = (—1) - v.
3ol =B = B

Tehat az 1-hez tartozé sajatvektorok r [
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_

[y

|

1 (ahol r valés, r # 0).
. . 1
Ugyanigy a —1-hez tartozé sajatvektorok r [J (r #0).

Sajatvektorokbol 4ll6 bazis: m {_ﬂ
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Legyen A a titkrozés az y = x egyenesre. Mik A sajatvektorai?
A sik szokasos bazisaban
A = {(1’ (ﬂ b P il e A il

A sajatvektorokra A(v) =1-v és A(v) = (—1)-v.
b o 1= 51 = Bl f
1
1

azaz x = y.

[ I ) S—

Tehat az 1-hez tartozé sajatvektorok r [ (ahol r valés, r # 0).

Ugyanigy a —1-hez tartozé sajatvektorok r [ﬂ (r #0).

ﬂ Ebben [A] = B _ﬂ

Seffi el Alls i m {_
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Hasonldésag és sajatértékek

Lattuk

Egy linearis transzformacié karakterisztikus polinomja ugyanaz,
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]



Sajatérték és sajatvektor Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 20 / 21

Hasonldésag és sajatértékek

Lattuk

Egy linearis transzformacié karakterisztikus polinomja ugyanaz,
mint a matrixanak a karakterisztikus polinomja.

Kovetkezmény

Hasonlé matrixoknak ugyanaz a karakterisztikus polinomja,
és igy a sajatértékei is (de a sajatvektoraik nem feltétleniil).

Bizonyitas

Ha M és N hasonlé, akkor van olyan A linearis transzformacio,
és b, d béZiSOk, hOgy [A]b/b = M és [A]d/d =M.

Ezért kpi(x) = ka(x) = kn(x).

]

HF az allitast a bazistranszformacié képletébdl levezetni.
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A 4. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Hasonlé matrixok.
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A 4. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Hasonlé matrixok. Magtér, képtér.
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Hasonlé matrixok. Magtér, képtér. Transzformacié determinénsa.
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Diagonalizalhaté transzformacio.
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Karakterisztikus polinom.

Tételek

A bazistranszformacié képlete (vektor és leképezés esetén).
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Tételek

A bazistranszformacié képlete (vektor és leképezés esetén).
Hasonlé matrixok jellemzése a bazistranszformacio segitségével.
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A bazistranszformacié képlete (vektor és leképezés esetén).

Hasonlé matrixok jellemzése a bazistranszformacio segitségével.
Magtér és injektivitas.
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Hasonlé matrixok jellemzése a bazistranszformacio segitségével.
Magtér és injektivitas. Képtér és sziirjektivitas. A dimenziététel.
Az invertalhatésag jellemzései matrixokra és transzformacickra.



Osszefoglalé Lin. és absztrakt algebra 4. eléadas 21 /21

A 4. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak |

Hasonlé matrixok. Magtér, képtér. Transzformacié determinénsa.
Diagonalizalhaté transzformacié. Sajatérték, sajatvektor, sajataltér.
Karakterisztikus polinom.

Tételek |

A bazistranszformacié képlete (vektor és leképezés esetén).
Hasonlé matrixok jellemzése a bazistranszformacio segitségével.
Magtér és injektivitas. Képtér és sziirjektivitas. A dimenziététel.
Az invertalhatésag jellemzései matrixokra és transzformacickra.
A balinverz jobbinverz is véges dimenziéban.
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A balinverz jobbinverz is véges dimenziéban. A sajatértékek

a kar. pol. gyokei.
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Magtér és injektivitas. Képtér és sziirjektivitas. A dimenziététel.
Az invertalhatésag jellemzései matrixokra és transzformacickra.
A balinverz jobbinverz is véges dimenziéban. A sajatértékek

a kar. pol. gyokei. A matrix nyomanak és determinansanak
kapcsolata a sajatértékekkel és a kar. pol. egyiitthatéival.
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