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Példak linearis leképezésre

(1) A sik és a tér origét fixalé egybevagdsagi és hasonlésagi
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(2) V=T"és W =T"a T folott, M € T™*" rogzitett matrix.
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(3) V=W =TIx|a T folétt, A(p) = p’ (a p polinom derivaltja).
(4) V = R|[x| az R folstt, W = R dnmaga fol6tt.
A(p) = p(3) (az 3 szam behelyettesitése).
(5) V vektortér T folott, W = T" a T test f5l6tt.
B = (bi,...,by,) rogzitett bazis V/-ben és A(v) = [v]s.
(6) V és W tetszbleges vektorterek T folott, A(v) = Oy
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(7) V = W tetszbleges vektortér, A(v) = v.
Ez az identikus leképezés,
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(3) V=W =TIx|a T folétt, A(p) = p’ (a p polinom derivaltja).
(4) V = R|[x| az R folstt, W = R dnmaga fol6tt.
A(p) = p(3) (az 3 szam behelyettesitése).
(5) V vektortér T folott, W = T" a T test f5l6tt.
B = (bi,...,by,) rogzitett bazis V/-ben és A(v) = [v]s.
(6) V és W tetszbleges vektorterek T folott, A(v) = Oy
minden v € V-re. Ez a nulla leképezés, jele 0.
(7) V = W tetszbleges vektortér, A(v) = v.
Ez az identikus leképezés, jele /
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Tiikrozés egyenesre

Példa J

Legyen R az y = x egyenesre valé tiikrozeés.
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R 1] a 10
1 1] I
[2] *(b)) - [
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Vektor képe altalanos transzformacional
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Legyen A: T2 — T2 linearis transzformacié.
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Tehat minden vektor képét ki tudjuk szdmolni, ha ismerjiik
a, b, c, d értékét.
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Lattuk

Legyen A: T2 — T2 linearis transzformacié.
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3. el6adas

ax + cy
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J
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Legyen A: T2 — T2 linearis transzformacié. Ha
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v

Definicié

A fenti A matrixa [A] = [Z 2] (Az oszlopok [(1)]
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4

A matrix-vektor szorzas definici6janak indoka:

:
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Linearis transzformacié matrixa

Lattuk

Legyen A: T2 — T2 linearis transzformacié. Ha
11y _|a] . 0\ _ |c x|\ _ [ax+cy
A(lo]) =2 &4 (B]) = [o) e (]) = [535)
v

Definicié

A fenti A matrixa [A] = [Z Z] (Az oszlopok [(1)] és [(1)] képei.)

4

A matrix-vektor szorzas definici6janak indoka:

a ¢C X - ax + cy . o . .
{b d] [y] = [bx+ dy} (igy lehet kiszamolni egy vektor képét).
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Linearis transzformacié matrixa

Lattuk

Legyen A: T2 — T2 linearis transzformacié. Ha
11y _|a] . 0\ _ |c x|\ _ [ax+cy
A(lo]) =2 &4 (B]) = [o) e (]) = [535)
v

Definicié

A fenti A matrixa [A] = [Z Z] (Az oszlopok [(1)] és [(1)] képei.)

4

A matrix-vektor szorzas definici6janak indoka:

a @© X - aX+Cy . o . o
{b d] [y] = [bx—&- dy} (igy lehet kiszamolni egy vektor képét).

Azaz A(v) = [A]v.
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A forgatas matrixa

Példa

Az origé korlili o szogii forgatas matrixa
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Példa

Az orig6 koriili o sz6gli forgatas matrixa [F]= [cosa — e a}

sin o CoS «v
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A forgatas matrixa

Példa

Az origé koriili o szogii forgatas matrixa [F]= [sin a

3. el6adas

cosa  —Sinwo

cos oj '

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
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A forgatas matrixa

Példa
cosa  —sin a}

Az origé koruli o szogii forgatads matrixa [F|=| .
& & & [F] sin o cos &

V

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal:
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A forgatas matrixa

Példa
cosa —sin a}

Az origé koruli o szogii forgatads matrixa [F|=| .
& & & [F] sin o cos &

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.
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A forgatas matrixa

Példa
cosa —sin a}

Az origé koruli o szogii forgatads matrixa [F|=| .
& & & [F] sin o cos &

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg:
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A forgatas matrixa

Példa

cosa —sina
sin av cosa|’

Az orig6 koriili o sz6gli forgatas matrixa [F]= [

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [é} ~1
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A forgatas matrixa

Példa

cosa  —Sinwo
sin av cosa|’

Az orig6 koriili o sz6gli forgatas matrixa [F]= [

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [(ﬂ < 1és {ﬂ .
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A forgatas matrixa

Példa
cosa —sin a}

Az origé koruli o szogii forgatads matrixa [F|=| .
& & & [F] sin o cos &

V

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [é} < 1és {ﬂ .

A [F]| els6 oszlopa:
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A forgatas matrixa

Példa
cosa  —sin a}

Az origé koruli o szogii forgatads matrixa [F|=| . :
& & & [F] sin o Cos v

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [(ﬂ < 1és {ﬂ .

A [F] els6 oszlopa: 1(cosa + isin )
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A forgatas matrixa

Példa

Az orig6 koriili o sz6gli forgatas matrixa [F]= [

cosa  —Sinwo
sin « CoS «v

J

V

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [(ﬂ < 1és {ﬂ .

Cos v
sina |’

A [F] els6 oszlopa: 1(cosa + isina) <> {




Linearis leképezések Lin. és absztrakt algebra 3. eléadas

A forgatas matrixa

Példa

Az origé koruli o szogii forgatads matrixa [F|=| .
& & & [F] sin o cos &

cosa  —sin a}
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V

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [(ﬂ < 1és {ﬂ .

Cos v
sina |’

A [F] els6 oszlopa: 1(cosa + isina) <> {

A masodik:
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A forgatas matrixa

Példa

cosa  —sin a}

Az origé koruli o szogii forgatads matrixa [F|=| . :
& & & [F] sin o Cos v

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [(ﬂ < 1és {ﬂ .

Cos v
sina |’

A [F] els6 oszlopa: 1(cosa + isina) <> {

A masodik: i(cosa + isina) =
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A forgatas matrixa

Példa

Az orig6 koriili o sz6gli forgatas matrixa [F]= [

cosa  —Sinwo
sin « CoS «v

J

V

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos v + isin a-val.

Az x + iy szamnak az tj felel meg: [(ﬂ < 1és {ﬂ .

Cos v
sina |’

A [F] els6 oszlopa: 1(cosa + isina) <> {

A masodik: i(cosa + isina) = —sina 4+ icosa
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A forgatas matrixa

Példa

Az orig6 koriili o sz6gli forgatas matrixa [F]= [

cosa  —Sinwo
sin av cosa|’

V

A megfelelé derékszogii haromszogek lerajzolasaval: HF.
Komplex szamokkal: ez a forgatas szorzas cos o + 7 sin a-val.

Az x + iy szamnak az Ej felel meg: [(ﬂ < 1és {ﬂ .

Cos v
sina |’

A [F] els6 oszlopa: 1(cosa + isina) <> {

—sin«

A masodik: i(cosa + isina) = —sina + icosa [ coe
«

J
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Matrix bazisparban

Definicié (F5.7.1. Definicio)
b= (by,...,b,) bazis V-ben,
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Matrix bazisparban

Definicié (F5.7.1. Definicio)

b= (by,...,b,) bazis V-ben, d = (dy, ..., d,) bazis W-ben.
Ha A: V — W linearis leképezés, akkor A matrixa
a (b,d) bazisparban
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b= (by,...,b,) bazis V-ben, d = (dy, ..., d,) bazis W-ben.
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A matrix j-edik oszlopaba A(b;) koordinatait irjuk a d bazisban.
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Matrix bazisparban

Definicié (F5.7.1. Definicio)

b= (by,...,b,) bazis V-ben, d = (dy, ..., d,) bazis W-ben.
Ha A: V — W linearis leképezés, akkor A matrixa

a (b,d) bazisparban [A] ), — {[A(bl)]d,...7[A(b,,)]d e T,
A matrix j-edik oszlopaba A(b;) koordinatait irjuk a d bazisban.
A1 .- AMn
Azaz [Alq), = | © .. i | azt jelenti, hogy
Nl cao A
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Matrix bazisparban

Definicié (F5.7.1. Definicio)

b= (by,...,b,) bazis V-ben, d = (dy, ..., d,) bazis W-ben.
Ha A: V — W linearis leképezés, akkor A matrixa

a (b,d) bazisparban [A] ), — {[A(bl)]d,...7[A(b,,)]d e T,
A matrix j-edik oszlopaba A(b;) koordinatait irjuk a d bazisban.
A1 .- AMn
Azaz [Alq), = | © .. i | azt jelenti, hogy
Nl cao A

A(b1) = A1di + ... + A dm,
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Matrix bazisparban

Definicié (F5.7.1. Definicio)
b= (by,...,b,) bazis V-ben, d = (dy, ..., d,) bazis W-ben.
Ha A: V — W linearis leképezés, akkor A matrixa
a (b,d) bazisparban [A] ), — {[A(bl)]d,...7[A(b,,)]d e T,
A matrix j-edik oszlopaba A(b;) koordinatait irjuk a d bazisban.
A1 .- AMn
Azaz [Alq), = | © .. i | azt jelenti, hogy
Aml -+ Amn
A(b1) = A1di + ... + A dm,

A(bn) = AMndy + . .. + AmnGom.
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Matrix bazisparban

Definicié (F5.7.1. Definicio)
b= (by,...,b,) bazis V-ben, d = (dy, ..., d,) bazis W-ben.
Ha A: V — W linearis leképezés, akkor A matrixa
a (b.d) bazisparban [Alas, = [[A(b)la. - . [A(ba)la| € T™7.
A matrix j-edik oszlopaba A(b;) koordinatait irjuk a d bazisban.
A1 .- AMn
Azaz [Alq), = | © .. i | azt jelenti, hogy
Nl coo X

A(b1) = A1di + ... + A dm,

A(bn) = AMndy + . .. + AmnGom.

Az elgbbi példakban a sik szokasos bazisa szerepelt.
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)
Legyen b bazis V-ben,
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)
Legyen b bazis V-ben, d bazis //-ben,
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Tétel (F5.7.3. Tétel)
Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
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Tétel (F5.7.3. Tétel)
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és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.

Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.

Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
Bizonyitas
Legyen [Alq/p = ((\ij))
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.

Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
Bizonyitas
Legyen [Alq/p = ((Aj)) és [vlo = ((1)))-
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.

Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
Bizonyitas
Legyen [Alasw = ((Ag) & [Vl = (1))). Ekkor

[Ala/b[vlb =
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.
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Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
Bizonyitas
Legyen [Alas — (1)) és [Vlo = (17)). Ekor

M1 oo An| [ Al1p1 + - oo+ Anltn
[Algplvlb= | + . L= :

)\ml B )\mn Hn /\ml,ul T oooTr )\mn,Ufn
Tudjuk: A(v) = A(u1br + ... + pnby) =
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.

Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
Bizonyitas
Legyen [Alas — (1)) és [Vlo = (17)). Ekor

M1 oo An| [ A1pi1 + oo Ainfin
[Algplvlb= | + . L= :

Nigil oo Nl |/t Amiphr + -+ Amnlin
Tudjuk: A(v) = A(pabr + ... + pnbn) = 1 A(br) + ... + pnA(bn),
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.

Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
Bizonyitas
Legyen [Alasw = ((Ag) & [Vl = (1))). Ekkor
M1 oo An| [ A1pi1 + oo Ainfin
[Algplvlb= | + . L= :
Nigil oo Nl |/t Amiphr + -+ Amnlin

Tudjuk: A(v) = A(pabr + ...+ pnbn) = paA(b1) + . .. + nA(bn),
és A(bj) = Ayjd1 + ... + Amjdm.
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Vektor képének kiszamitasa

Tétel (F5.7.3. Tétel)

Legyen b bazis V/-ben, d bazis W-ben, A € Hom(V, W)
és v € V. Ekkor [A(v)]q = [A]d/b[v]b.
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Bazisok megjegyzése: d = (d/b)b (,kiesik” a b).
Bizonyitas
Legyen [Alasw = ((Ag) & [Vl = (1))). Ekkor
M1 oo An| [ A1pi1 + oo Ainfin
[Algplvlb= | + . L= :
Nigil oo Nl |/t Amiphr + -+ Amnlin

Tudjuk: A(v) = A(u1br + ... + pnbn) = p1A(br) + ... + unA(bn),

és A(bj) = Aijdi + ...+ Ajdy,. Behelyettesitve és atrendezve

A(V) = ()\11,U1 “+ ...+ )\1,,,un)d1 “+ ...+ ()\ml,ul “+ ...+ )\mn,un)dm-J
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Példa kompoziciéra

Kérdés
Melyik transzformaciét kapjuk, ha el8szor tiikréziink
az y = x egyenesre, majd forgatunk az origé koriil 90°-kal?
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Példa kompoziciéra

Kérdés

Melyik transzformaciét kapjuk, ha el8szor tiikréziink

az y = x egyenesre, majd forgatunk az origé koriil 90°-kal?
Ez a két transzformacié kompoziciéja
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Példa kompoziciéra

Kérdés

Melyik transzformaciét kapjuk, ha el8szor tiikréziink

az y = x egyenesre, majd forgatunk az origé koriil 90°-kal?
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Fle () - B

. ~ |cos90° —sin90°| |0 -1 B v,
Mivel [F] = LinQOO cos90°} = L O} ezért LJ képe

F([E) = o] - [ sel] = V)

Az eredmény az y-tengelyre valé tiikrozés (HF).
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Tehat [A o B] = [A][B]: kompozicié métrixa a matrixok szorzata.
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Definicié

Ha A, B : T? — T? transzformécidk, akkor kompozicigjuk
(Ao B)(v) = A(B(v)) tetszéleges v € T2 esetén.
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Tétel

/ /
Ha [A] = {Z 2} és [B] = [Z, 2,} akkor
_lad + b acd +cd
A0 B]= {ba’ +db bc + dd’} '
Tehat [A o B] = [A][B]: kompozicié métrixa a matrixok szorzata.

V

A matrixok szorzasat azért definidltuk ezekkel a képletekkel,
hogy ez az Gsszefliggés igaz legyen.
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[A] = L‘j j,]
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V.

Bizonyitas

(o))
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bc' + dd" |
.

Bizonyitas

(o)) =2() -
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Tétel

a-|; o |

a/

b/

C/

d’} = [AoB]:[

akt algebra 3. eléadas

aa' +cb’  ac' + cd’
ba' +db’ bc' +dd'|
.

Bizonyitas

(2[s]) =4(l

0

a/

b/

a c
b d

=13
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A kompozicié matrixanak kiszamitasa
Tétel
a-[p e-[f o] = wes-[ire ot
Bizonyitas

() =2 (G- o B - 25

|
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(o)) =2 () = b o) o= (o)

Ezért Ao B els6 oszlopa tényleg az, ami a tételben szerepel.
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(o [2)
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(2}o]) = ([

Ezért Ao B elsg oszlo

(o)) =~ (5

-1

b d} M - Laf+db’]'

pa tényleg az, ami a tételben szerepel.

)
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(o)) =2 ((5) = 9] [o] = oo e
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|

Példa: [F o R] =
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1 0

Pelda: [F o R] = [F][R] = {0 1} {0 1

10
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Kompozicié az altalanos esetben

Definicié (F5.6.1. Definici6)
Legyenek U, V és W vektorterek ugyanazon T test folott.
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Az A:V — W ésa B: U — V linearis leképezések szorzata
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Ha A és B linearis, akkor AB is az.
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Tétel (F5.6.2. Tétel)
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Bizonyitas
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AB(Au)

A kompozicié definiciéja miatt.
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Legyenek U, V és W vektorterek ugyanazon T test folott.
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B skalarszoros-tartasa miatt.
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Tétel (F5.6.2. Tétel)
Ha A és B linearis, akkor AB is az.

Bizonyitas
AB skalarszoros-tarté:
AB(Au) = A(B(\u)) = A(AB(u)) = MA(B(u)) = AAB(u).

O

v

HF: AB 0sszegtarto.
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Altaldnos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)
Legyen a bazis U-ban,
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Tétel (F5.7.6. Tétel)
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A € Hom(V, W)
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Altaldnos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)
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[ABld/a = [Ala/blBlb/a-
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Tétel (F5.7.6. Tétel)

Legyen a bazis U-ban, b bazis V-ben, d bazis \W-ben,
A € Hom(V, W) é B € Hom(U, V). Ekkor
[ABld/a = [Ala/blBlb/a-

Bizonyitas: HF.
Bazisok megjegyzése: d/a = (d/b)(b/a)
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A € Hom(V, W) és B € Hom(U, V). Ekkor
[ABld/a = [Ala/blBlb/a-

Bizonyitas: HF.
Bazisok megjegyzése: d/a = (d/b)(b/a) (,kiesik” a b).
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Altaldnos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)
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Bazisok megjegyzése: d/a = (d/b)(b/a) (,kiesik” a b).

Kovetkezmény

Inverz leképezés matrixa a matrix inverze:
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Altaldnos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)

Legyen a bazis U-ban, b bazis V-ben, d bazis \W-ben,
A € Hom(V, W) és B € Hom(U, V). Ekkor

[ABld/a = [Ala/blBlb/a-

Bizonyitas: HF.
Bazisok megjegyzése: d/a = (d/b)(b/a) (,kiesik” a b).

Kovetkezmény

Inverz leképezés métrixa a matrix inverze: [A~], 4 = [A]g/lb.
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Kovetkezmény
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Bizonyitas
[A™ s /alAlajp = [A Alp =
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Altaldnos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)
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[ABld/a = [Ala/blBlb/a-
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[A™ b /alAlae = [A Al b = [1b/bs
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Altaldnos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)

Legyen a bazis U-ban, b bazis V-ben, d bazis \W-ben,
A € Hom(V, W) é B € Hom(U, V). Ekkor

[ABld/a = [Ala/blBlb/a-

Bizonyitas: HF.
Bazisok megjegyzése: d/a = (d/b)(b/a) (,kiesik” a b).

Kovetkezmény

Inverz leképezés métrixa a matrix inverze: [A~], 4 = [A]d_/lb.

Bizonyitas

[Ail]b/d[A]d/b = [AilA]b/b = [I]b/bv ami az egységmatrix.
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Altaldnos kompozicié matrixa

Tétel (F5.7.6. Tétel)

Legyen a bazis U-ban, b bazis V-ben, d bazis \W-ben,
A € Hom(V, W) és B € Hom(U, V). Ekkor

[ABld/a = [Ala/blBlb/a-

Bizonyitas: HF.
Bazisok megjegyzése: d/a = (d/b)(b/a) (,kiesik” a b).

Kovetkezmény

Inverz leképezés métrixa a matrix inverze: [A~], 4 = [A]g/lb.

Bizonyitas

[A ]b/d[A]d/b = [A lA]b/b = [I]b/bv ami az egységmatrix.
Hasonléan [A]qp[A~ ]b/d is az egységmatrix. O
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Pontonkénti miveletek

Definicié (F5.5.1. és F5.5.2. Definicid)
Legyenek V/ és I/ vektorterek ugyanazon T test folott,
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Pontonkénti miveletek

Definicié (F5.5.1. és F5.5.2. Definicid)
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3. el8adas
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Definicié (F5.5.1. és F5.5.2. Definicid)

Legyenek V/ és I/ vektorterek ugyanazon T test folott,
A, B :V — W linearis leképezések és \ € T.

(1) A és B osszege (A+ B)(v) = A(v) + B(v) minden v € V-re.
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A+ B és )\A is linearis transzformacié.

Mintabizonyitas: \A &sszegtarté
(M) (u+v)
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Tétel (F5.5.3. Tétel)
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Mintabizonyitas: \A &sszegtarté
(M) (u+v)

A )\A definiciéja miatt.
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Mintabizonyitas: \A &sszegtarté
(AA)(u+ v) = A(A(u+v)) = AM(A(u) + A(v)) =

A skalarral szorzas tulajdonsaga (vektortéraxiéma) miatt.



Leképezések dsszege és skalarszorosa Lin. és absztrakt algebra 3. eléadas 16 / 25

Pontonkénti miveletek

Definicié (F5.5.1. és F5.5.2. Definicid)

Legyenek V/ és I/ vektorterek ugyanazon T test folott,
A, B :V — W linearis leképezések és \ € T.

(1) A és B osszege (A+ B)(v) = A(v) + B(v) minden v € V-re.
(2) A A-szorosa (AA)(v) = A(A(v)) minden v € V-re.

Tétel (F5.5.3. Tétel)

A+ B és )\A is linearis transzformacié.
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= A(A(v)) + A(A(v))

A skalarral szorzas tulajdonsaga (vektortéraxiéma) miatt.
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Mintabizonyitas: \A &sszegtarté

(AA)(u+v) = A(A(u+v)) = A(A(u) + A(v)) =
= A(A(v)) + A(A(v))

A \A definici6ja miatt (kétszer alkalmazva).
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A+ B és )\A is linearis transzformacié.

Mintabizonyitas: \A &sszegtarté

(AA)(u+ v) = AA(u+v)) = A(A(u) + A(v)) =
= (A1) + A(A(v)) = (AA)(u) + (AA)(v). =

A )\A definici6ja miatt (kétszer alkalmazva).
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Definicié (F5.5.1. és F5.5.2. Definicid)

Legyenek V/ és I/ vektorterek ugyanazon T test folott,
A, B :V — W linearis leképezések és \ € T.

(1) A és B osszege (A+ B)(v) = A(v) + B(v) minden v € V-re.
(2) A A-szorosa (AA)(v) = A(A(v)) minden v € V-re.

Tétel (F5.5.3. Tétel)

A+ B és )\A is linearis transzformacié.

Mintabizonyitas: \A &sszegtarté

(AA)(u+ v) = AA(u+v)) = A(A(u) + A(v)) =
= (A1) + A(A(v)) = (AA)(u) + (AA)(v). =

A masik harom allitas bizonyitasa HF.
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Az Osszeg matrixa

Tétel (F5.7.4. Tétel)
Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
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Az Osszeg matrixa

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
osszegtarté Hom(V/, W) és T™*" kdzott.

3. el8adas
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Az Osszeg matrixa

Tétel (F5.7.4. Tétel)
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Ha A € Hom(V, W), akkor (AA)(b;) = MA(b;)
a MA definiciéja miatt.
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vett megfelel6 oszlopok \-szorosai.
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Ha A € Hom(V, W), akkor (AA)(b;) = MNA(b;)

a M definiciéja miatt. Igy

[(AA)(Bi)]la = [AA(bi)]a = A[A(b;)]4-

Vagyis AA matrixanak oszlopai az A matrixabdl

vett megfelel6 oszlopok A-szorosai. A matrixok \-szorosanak
definicidja miatt tehat [AA]yp = A[Alq/p. O
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A miiveletek tulajdonsagai

Jelolés
Hom(V, V) réviditve Hom(V), J
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Jelolés J

Hom(V, V) réviditve Hom(V'), elemei linearis transzformacick.
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Allitas (F5.1.3. és F5.6.3. Tétel)
Legyenek V/ és W/ vektorterek ugyanazon T test folott.
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FONTOS hazi feladat dnalléan kidolgozni a bizonyitast!



Leképezések dsszege és skalarszorosa Lin. és absztrakt algebra 3. eléadas 19 / 25

A miiveletek tulajdonsagai

Jelolés

Hom(V, V) roviditve Hom( V'), elemei linearis transzformacidk.

Allitas (F5.1.3. és F5.6.3. Tétel)

Legyenek V/ és W/ vektorterek ugyanazon T test folott.

Az Gsszeadasra és skalarral szorzasra Hom(V/, W) vektortér.
Nullelem: a nulla leképezés. Az A ellentettje: (—A)(v) = —A(v).
Hom(V) egységelemes gy(ir(i az 6sszeadasra és a szorzasra,

és A\(AB) = (MA)B = A(AB) (A, B € Hom(V), A€ T).

Az egységelem az identikus transzformacio.

FONTOS hazi feladat dnalléan kidolgozni a bizonyitast!
Kiiléndsen ajanlom a két disztributiv azonossag levezetését:



Leképezések dsszege és skalarszorosa Lin. és absztrakt algebra 3. eléadas 19 / 25

A miiveletek tulajdonsagai

Jelolés

Hom(V, V) roviditve Hom( V'), elemei linearis transzformacidk.

Allitas (F5.1.3. és F5.6.3. Tétel)

Legyenek V/ és W/ vektorterek ugyanazon T test folott.

Az Gsszeadasra és skalarral szorzasra Hom(V/, W) vektortér.
Nullelem: a nulla leképezés. Az A ellentettje: (—A)(v) = —A(v).
Hom(V) egységelemes gy(ir(i az 6sszeadasra és a szorzasra,

és A\(AB) = (MA)B = A(AB) (A, B € Hom(V), A€ T).

Az egységelem az identikus transzformacio.

FONTOS hazi feladat dnalléan kidolgozni a bizonyitast!
Kiiléndsen ajanlom a két disztributiv azonossag levezetését:
AB+ C)=AB+ AC



Leképezések dsszege és skalarszorosa Lin. és absztrakt algebra 3. eléadas 19 / 25

A miiveletek tulajdonsagai

Jeldlés
Hom(V, V) roviditve Hom( V'), elemei linearis transzformacidk.

Allitas (F5.1.3. és F5.6.3. Tétel)

Legyenek V/ és W/ vektorterek ugyanazon T test folott.

Az Gsszeadasra és skalarral szorzasra Hom(V/, W) vektortér.
Nullelem: a nulla leképezés. Az A ellentettje: (—A)(v) = —A(v).
Hom(V) egységelemes gy(ir(i az 6sszeadasra és a szorzasra,

és A\(AB) = (MA)B = A(AB) (A, B € Hom(V), A€ T).

Az egységelem az identikus transzformacio.

FONTOS hazi feladat dnalléan kidolgozni a bizonyitast!
Kiiléndsen ajanlom a két disztributiv azonossag levezetését:
A(B+ C)=AB+ AC & (B+ C)A = BA+ CA.
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Példak izomorfizmusra

Definicié (F5.2.1. Definicio)
Az A € Hom(V, W) izomorfizmus,
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A V és W izomorf vektorterek, ha van kozottik izomorfizmus.
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Két fontos példa

Ha V vektortér a T test folott, és b bazis V/-ben,
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Izomorf vektorterek Lin. és absztrakt algebra 3. el8adas 20 / 25

Példak izomorfizmusra

Definicié (F5.2.1. Definicio)

Az A € Hom(V, W) izomorfizmus, ha kdlcsdndsen egyértelmdi.
A V és W izomorf vektorterek, ha van kozottik izomorfizmus.
Jele: V=W.

Két fontos példa

Ha V vektortér a T test folott, és b bazis V/-ben,
akkor v — [v]p, izomorfizmus V/ és T" kdzdtt.
Ezért minden V vektortér izomorf T9m(V)_yel.
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Példak izomorfizmusra

Definicié (F5.2.1. Definicio)

Az A € Hom(V, W) izomorfizmus, ha kdlcsdndsen egyértelmdi.
A V és W izomorf vektorterek, ha van kozottik izomorfizmus.
Jele: V=W.

Két fontos példa

Ha V vektortér a T test folott, és b bazis V/-ben,
akkor v — [v]p, izomorfizmus V/ és T" kdzdtt.
Ezért minden V vektortér izomorf T9m(V)_yel.

Legyen b bazis V-ben, d bazis W-ben.
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Példak izomorfizmusra

Definicié (F5.2.1. Definicio)

Az A € Hom(V, W) izomorfizmus, ha kdlcsdndsen egyértelmdi.
A V és W izomorf vektorterek, ha van kozottik izomorfizmus.
Jele: V=W.

Két fontos példa

Ha V vektortér a T test folott, és b bazis V/-ben,
akkor v — [v]p, izomorfizmus V/ és T" kdzdtt.
Ezért minden V vektortér izomorf T9m(V)_yel.

Legyen b bazis V-ben, d bazis W-ben.
Ekkor A > [Algp izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdz6tt.
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Példak izomorfizmusra

Definicié (F5.2.1. Definicio)

Az A € Hom(V, W) izomorfizmus, ha kdlcsdndsen egyértelmdi.
A V és W izomorf vektorterek, ha van kozottik izomorfizmus.
Jele: V=W.

Két fontos példa

Ha V vektortér a T test folott, és b bazis V/-ben,
akkor v — [v]p, izomorfizmus V/ és T" kdzdtt.
Ezért minden V vektortér izomorf T9m(V)_yel.

Legyen b bazis V-ben, d bazis W-ben.
Ekkor A > [Algp izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdz6tt.
Vagyis Hom(V/, W) = Tdim(W)xdim(V)
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Példak izomorfizmusra

Definicié (F5.2.1. Definicio)

Az A € Hom(V, W) izomorfizmus, ha kdlcsdndsen egyértelmdi.
A V és W izomorf vektorterek, ha van kozottik izomorfizmus.
Jele: V=W.

Két fontos példa

Ha V vektortér a T test folott, és b bazis V/-ben,
akkor v — [v]p, izomorfizmus V/ és T" kdzdtt.
Ezért minden V vektortér izomorf T9m(V)_yel.

Legyen b bazis V-ben, d bazis W-ben.

Ekkor A+ [Al4/p izomorfizmus Hom(V, W) & T™*" kdz6tt.
Vagyis Hom(V/, W) = Tdim(W)xdim(V)

A miivelettartast lattuk, az egyértelmiiséget most bebizonyitjuk.
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)
Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
b1, ..., b, bazis V-ben,
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
by, ..., b, bazis V-ben, és c,...,c, € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
by, ..., b, bazis V-ben, és c,...,c, € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség
Ha A megfelel a feltételeknek, akkor
A()\lbl AF oo AR )\nbn)
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
by, ..., b, bazis V-ben, és c,...,c, € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség
Ha A megfelel a feltételeknek, akkor
A(M1by + ...+ Anbp) = ANibL) + ...+ A(Anbn),
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség
Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

AMibr + ...+ Xpbp) = A(A1br) + ...+ A(Anbn),
mert A Osszegtarto,
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség

Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

A(Mby + ..+ Anbp) = A\ by) + . .. + A(Anbn),
mert A Osszegtarto, és ez

MA(b1) + ... + AA(by) =
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség

Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

A(Mby + ..+ Anbp) = A\ by) + . .. + A(Anbn),
mert A Osszegtarto, és ez

MA(b) + ...+ MA(bn) =

mert A skalarszorostarto.
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség

Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

A(Mby + ..+ Anbp) = A\ by) + . .. + A(Anbn),
mert A Osszegtarto, és ez

)\1A(b1) AF aco Ar )\nA(bn) = A+ ...+ Ancp,
mert A skalarszorostarto.
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség

Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

AMibr + ...+ Xpbp) = A(A1br) + ...+ A(Anbn),

mert A Osszegtarto, és ez

)\1A(b1) A oooo TF )\nA(bn) = A+ ...+ Ancp,

mert A skalarszorostarté. Azaz A értékét V' minden elemén
ki tudjuk szamitani,
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség

Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

A()\lbl AF oo AR )\nbn) = A()\lbl) oo Tr A(/\nbn),

mert A Osszegtarto, és ez

)\1A(b1) A oooo TF )\nA(bn) = A+ ...+ Ancp,

mert A skalarszorostarté. Azaz A értékét V' minden elemén
ki tudjuk szamitani, és igy csak egy megfelelé A leképezés
létezhet.
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Az elGirhatosagi tétel

Tétel (F5.3.1. Tétel)

Legyenek V/ és I/ vektorterek a T test folott,
bi,..., b, bazis V-ben, és ¢, ..., cn € W tetszéleges vektorok.

Ekkor pontosan egy olyan A : V — W linearis leképezés van,
melyre A(bj) = ¢; minden 1 < j < n esetén.

Bizonyitas: egyértelmiiség

Ha A megfelel a feltételeknek, akkor

A()\lbl AF oo AR )\nbn) = A()\lbl) oo Tr A(/\nbn),

mert A Osszegtarto, és ez

)\1A(b1) A oooo TF )\nA(bn) = A+ ...+ Ancp,

mert A skalarszorostarté. Azaz A értékét V' minden elemén
ki tudjuk szamitani, és igy csak egy megfelelé A leképezés
|étezhet. Az egyértelmiiséget tehat belattuk.
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés
Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Osszegtarto,
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

Vv=MAbi+ ...+ by
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MAbi+ ...+ Apb, és w=piby + ...+ upbp,
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w = (A 4+ p1)br + ...+ (An+ tn)bn,




Izomorf vektorterek Lin. és absztrakt algebra 3. el8adas 22 /25

Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w= (A1 +p1)br + ...+ (A + pn)bn, ésigy

A(V =4F W) = ()\1 =F ul)q TF oooTF ()\n =4k ,un)cn.
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w= (A1 +p1)br + ...+ (A + pn)bn, ésigy

A(v+w) = (M +pa)er + ...+ (An + pn)cn.

A(v) + A(w) = (Mcr + ...+ Ancn) + (p1c1 + - - - + pncn),
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w= (A1 +p1)br + ...+ (A + pn)bn, ésigy

A(v+w) = (M +pa)er + ...+ (An + pn)cn.

A(v) + A(w) = (Mcr + ...+ Ancn) + (p1c1 + - - - + pncn),
azaz tényleg A(v + w) = A(v) + A(w).
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w= (A1 +p1)br + ...+ (A + pn)bn, ésigy
A(v+w) = (M +pa)er + ...+ (An + pn)cn.

A(v) + A(w) = (Mcr + ...+ Ancn) + (p1c1 + - - - + pncn),
azaz tényleg A(v + w) = A(v) + A(w).

A skalarszorostartas bizonyitasa hasonlé: HF.
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w= (A1 +p1)br + ...+ (A + pn)bn, ésigy
A(v+w) = (M +pa)er + ...+ (An + pn)cn.

A(v) + A(w) = (Mcr + ...+ Ancn) + (p1c1 + - - - + pncn),
azaz tényleg A(v + w) = A(v) + A(w).

A skalarszorostartas bizonyitasa hasonlé: HF.

Mivel by =1-by +0-by+...+0- by,
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w= (A1 +p1)br + ...+ (A + pn)bn, ésigy
A(v+w) = (M +pa)er + ...+ (An + pn)cn.

A(v) + A(w) = (Mcr + ...+ Ancn) + (p1c1 + - - - + pncn),
azaz tényleg A(v + w) = A(v) + A(w).

A skalarszorostartas bizonyitasa hasonlé: HF.

Mivel by =1-by +0-by+...+0- by,

ezért A(b1)=1-aa+0-o+...+0-¢c,=qa1-
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Az elGirhatosagi tétel: létezés

Bizonyitas: létezés

Legyen A(A1b1 + ...+ Apbp) = Aict + ... + Apca-

Ez joldefinialt, mert V minden eleme egyértelmiien irhaté fel
A1b1 + ...+ A,b, alakban.

Az A Gsszegtartd, mert ha

v=MANbi+ ...+ A,b, és w = piby + ...+ u,bn, akkor
v+w= (A1 +p1)br + ...+ (A + pn)bn, ésigy

A(V aF W) = ()\1 =F /11)C1 AF oo Ar ()\n aF ,un)cn.

A(v) + A(w) = (Mcr + ...+ Ancn) + (p1c1 + - - - + pncn),
azaz tényleg A(v + w) = A(v) + A(w).

A skalarszorostartas bizonyitasa hasonlé: HF.

Mivel by =1-by +0-by+...+0- by,

ezért A(b1)=1-aa+0-o+...+0-¢c,=qa1-

Hasonléan A(b;) = ¢; minden 1 < j < n esetén. O
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)
Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas

w — [w]y kolcsdnosen egyértelmi VWV és T kozétt,
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas
w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W
minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas
w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W

minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.
Ha A # B € Hom(V, W), akkor
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas
w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W

minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.
Ha A # B € Hom(V, W), akkor
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas

w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W
minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.
Ha A # B € Hom(V, W), akkor az elGirhatésagi tétel
egyértelmiiségi allitasa miatt A(b1), ..., A(b,) és
B(b1),...,B(by,) valahol eltér.
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség
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Ha A # B € Hom(V, W), akkor az elGirhatésagi tétel
egyértelmiiségi allitasa miatt A(by), ..., A(b,) és

B(by),...,B(b,) valahol eltér. Igy a koordinatavektorok is

ugyanott eltérnek,




Izomorf vektorterek Lin. és absztrakt algebra 3. el8adas 23 /25

Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas

w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W
minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.
Ha A # B € Hom(V, W), akkor az elGirhatésagi tétel
egyértelmiiségi allitasa miatt A(by), ..., A(b,) és

B(by),...,B(b,) valahol eltér. Igy a koordinatavektorok is

ugyanott eltérnek, azaz A és B matrixa kiilonb6z6.
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Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.
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Bizonyitas

w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W
minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.

Ha A # B € Hom(V, W), akkor az elGirhatésagi tétel
egyértelmiiségi allitasa miatt A(by), ..., A(b,) és

B(by),...,B(b,) valahol eltér. Igy a koordinatavektorok is

ugyanott eltérnek, azaz A és B matrixa kiilonb6z6.
Ha adott egy M € T™*" matrix,
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas

w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W
minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.
Ha A # B € Hom(V, W), akkor az elGirhatésagi tétel
egyértelmiiségi allitasa miatt A(by), ..., A(b,) és

B(by), ..., B(b,) valahol eltér. Igy a koordinatavektorok is
ugyanott eltérnek, azaz A és B matrixa kiilonb6z6.
Ha adott egy M € T™*" matrix, akkor annak oszlopvektorai

egy ci, - - -, ¢, vektorrendszert adnak \W-ben,
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Matrixok és leképezések: egyértelmiiség

Tétel (F5.7.4. Tétel)

Régzitett b és d bézisok esetén az A — [A]4), leképezés
izomorfizmus Hom(V, W) és T™*" kdzétt.

Bizonyitas |
w — [w]y kolcsénosen egyértelmi VWV és T kozétt, hiszen W
minden eleme egyértelmien irhaté A\i1di + ... + A\, dp, alakban.

Ha A +# B € Hom(V, W), akkor az elGirhatésagi tétel
egyértelmiiségi allitasa miatt A(by), ..., A(b,) és

B(by), ..., B(b,) valahol eltér. Igy a koordinatavektorok is
ugyanott eltérnek, azaz A és B matrixa kiilonb6z6.
Ha adott egy M € T™*" matrix, akkor annak oszlopvektorai
egy ci, - - -, ¢, vektorrendszert adnak \W-ben, és az

eldirhatésagi tételbdl kapott A leképezésnek M lesz a matrixa. [
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomordf,
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).




Izomorf vektorterek Lin. és absztrakt algebra 3. el8adas 24 / 25

Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.
Legyen by, ..., b, bazis V-ben
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.
Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.
Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.

Az el@irhatésagi tétel miatt vannak olyan B és C linearis
leképezések,
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.
Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.

Az el@irhatésagi tétel miatt vannak olyan B és C linearis
leképezések, melyekre B(b;) = dj
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.
Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.

Az el@irhatésagi tétel miatt vannak olyan B és C linearis
leképezések, melyekre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.

Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.
Az el@irhatésagi tétel miatt vannak olyan B és C linearis
leképezések, melyekre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
HF: ezek egymas inverzei, és igy izomorfizmusok.
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leképezések, melyekre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
HF: ezek egymas inverzei, és igy izomorfizmusok.
Megforditva: ha A: V — W izomorfizmus
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.

Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.
Az el@irhatésagi tétel miatt vannak olyan B és C linearis
leképezések, melyekre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
HF: ezek egymas inverzei, és igy izomorfizmusok.
Megforditva: ha A: V — W izomorfizmus és by, ..., b,

bazis V-ben,
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.

Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.
Az el@irhatésagi tétel miatt vannak olyan B és C linearis
leképezések, melyekre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
HF: ezek egymas inverzei, és igy izomorfizmusok.
Megforditva: ha A: V — W izomorfizmus és by, ..., b,

bazis V-ben, akkor HF: A(b1), ..., A(b,) bazis W-ben.
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Az izomorfizmus jellemzése

Tétel (F5.2.5. Tétel)

Azonos test folotti két, véges dimenzids vektortér
akkor és csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Kovetkezmény: dim ( Hom(V, W)) = dim(V)dim(W).

Bizonyitasvazlat

Tegyiik fol, hogy V és W dimenzidja egyenlG.

Legyen by, ..., b, bazis V-ben és di, ..., d, bazis W-ben.
Az el@irhatésagi tétel miatt vannak olyan B és C linearis
leképezések, melyekre B(b;) = d; és C(d;) = b; minden j-re.
HF: ezek egymas inverzei, és igy izomorfizmusok.
Megforditva: ha A: V — W izomorfizmus és by, ..., b,
bazis V-ben, akkor HF: A(b1), ..., A(b,) bazis W-ben.

Ezért a két dimenzié megegyezik.

]
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas,
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas,
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa,
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, Gsszege,
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa,
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek
Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.
Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.

Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
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Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis;
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.

Hom(V, W) vektortér
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.

Hom(V/, W) vektortér és izomorf T7**-val.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.

Hom(V/, W) vektortér és izomorf T7**-val.

Hom(V) gyiird,
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.

Hom(V/, W) vektortér és izomorf T7**-val.

Hom( V) gylir, és a megfeleltetés T"*"-nel szorzattarté.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.

Hom(V/, W) vektortér és izomorf T7**-val.

Hom( V) gylir, és a megfeleltetés T"*"-nel szorzattarté.
Vektortér-izomorfia jellemzése a dimenziéval.
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A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.

Hom(V/, W) vektortér és izomorf T7**-val.

Hom( V) gylir, és a megfeleltetés T"*"-nel szorzattarté.
Vektortér-izomorfia jellemzése a dimenziéval.

Hom(V, W) dimenzidja.



Osszefoglalé Lin. és absztrakt algebra 3. eléadas 25 / 25

A 3. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Osszegtartas, skalarszoros-tartas, linearitas.
Linearis leképezések matrixa, dsszege, \-szorosa, szorzata.
Izomorfizmus.

Tételek

Nullvektor és ellentett képe linearis leképezésnél.

Az o szOgli forgatas matrixa a sik szokasos bazisaban.

Vektor képének kiszamitasa a leképezés matrixanak segitségével.
Az Gsszeg, \-szoros, szorzat is linearis; ezek matrixa.

Hom(V/, W) vektortér és izomorf T7**-val.

Hom( V) gylir, és a megfeleltetés T"*"-nel szorzattarté.
Vektortér-izomorfia jellemzése a dimenziéval.

Hom(V, W) dimenziéja. Az elGirhatésagi tétel.
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