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A csoportalgebra

Definicié (7.9. Szakasz)
Legyen G = {1 = g1, 4>,...,8,} véges csoport és T test.
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Példa
Legyen G = {1,a} =~ 7.
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Ez vektortér T folott, {g1.g>,...,g,} bazis.
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osszevonunk. Ekkor egységelemes algebrat kapunk T folott.

Ez a csoportalgebra. Tipikusan T = C.

Példa

Legyen G = {1,a} =7, . Ekkor

()\11 == /1,13)(/\21 =F /1,22) = ()\1/\2 aF /11/12)1 == ()\1#2 =F /11)\2)3.

by = (1 T a)/2, by = (1 = a)/2 bazis, b% = by, bg = by, bib, = 0.
Ezért 0161 + [Bobo < (1, o) gy(rlizomorfizmus C x C-vel.
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A csoportalgebra felbontésa

Tétel, csak a kommutativ esetet bizonyitjuk

Ha G véges csoport, akkor a C[G] csoportalgebra izomorf
C folotti teljes matrixgyiiriik, azaz C"*"" gy(riik direkt szorzataval.
A tényez6k szdma a G konjugilt osztalyainak a szama.

Specidlisan ha G kommutativ, akkor C[G| = C", ahol n = |G|.

Legyen C[G]= Ry x ... x Ry, ahol R; =C"*",

Az i-edik projekcid, ami (r1, ..., ri)-hoz ri-t rendel,

egy @i : C[G] — C"*" gy(lirihomomorfizmust ad. A G elemeire
megszoritva ez egy G — GL(n;, C) csoporthomomorfizmus.
Ezek tokéletesen megfogjak G szerkezetét.

Definicié (475. oldal)

A G véges csoport GL(n, C)-be vezeté homomorfizmusait
a G (komplex fol6tti) reprezentacidinak nevezziik.
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Legyen G = S3. Az alabbiak reprezentaciok.

01 g 1 e C=C™" nyilvan homomorfizmus.

v g —sg(g) € Cis (elgjelképzés).

031 5322 D3 — R?*? a g-nek megfelel§ transzformacié
(forgatas, illetve titkrozés) matrixa (rogzitett bazisban).

_ 1 0 ’ _ (cos120° —sin120°
e3(id) = (0 1) 9/3((123)) o <sin 120° cos 1200>
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Az 53 péIdéJa

Legyen G = S3. Az alabbiak reprezentaciok.

01 g 1 e C=C™" nyilvan homomorfizmus.

o - g+ sglg) € Cis (elgjelképzés).

031 5322 D3 — R?*? a g-nek megfelel§ transzformacié
(forgatas, illetve titkrozés) matrixa (rogzitett bazisban).

_ 1 0 cos120° —sin120°
e3(id) = <0 1) 993((123» B <sin 120° cos 1200>

¢3((12)) = <_é (1)> (az y-tengelyre vald tiikrozés).

Allitas (NB)
C[S3] = C x C x C?*2,
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Az 53 példéja

Legyen G = S3. Az alabbiak reprezentaciok.

01 g 1 e C=C™" nyilvan homomorfizmus.

v g —sg(g) € Cis (elgjelképzés).

031 5322 D3 — R?*? a g-nek megfelel§ transzformacié
(forgatas, illetve titkrozés) matrixa (rogzitett bazisban).

_ 1 0 ’ _ (cos120° —sin120°
e3(id) = (0 1) 9/3((123)) o <sin 120° cos 1200>

¢3((12)) = <_é (1)> (az y-tengelyre vald tiikrozés).

Allitas (NB)
C[S3] = C x C x C?*2,

A harom projekcié a fenti harom reprezentaciénak felel meg.
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Ha o és ¢) homomorfizmusok G-b&l H-ba, akkor

(p+)(g) = v(g) +¢(g) is az,
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pontonkénti Gsszegiik: (¢ + ¥)(g) = ¢(g) + ¥(g) is az.
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Ha ©(1) = m, akkor ¢(n-1) = nm.
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Homomorfizmusok csoportjai

7.7.1. Definicié
Legyenek G és H Abel-csoportok.
Ha o és ¢) homomorfizmusok G-b&l H-ba, akkor

pontonkénti Gsszegiik: (¢ + ¥)(g) = ¢(g) + ¥(g) is az.
Csoportot alkotnak (mint lineéris algebraban), jele Hom(G, H).

Példa (7.7.7. Gyakorlat)
Hom(Z*,ZT) 27" .

Ha ©(1) = m, akkor ¢(n-1) = nm. Ez egy ¢, homomorfizmus.



Csoportreprezentaciék Lin. és absztrakt algebra 18.* eldadas 5/ 36

Homomorfizmusok csoportjai

7.7.1. Definicié

Legyenek G és H Abel-csoportok.

Ha o és ¢) homomorfizmusok G-b&l H-ba, akkor

pontonkénti Gsszegiik: (¢ + ¥)(g) = ¢(g) + ¥(g) is az.
Csoportot alkotnak (mint lineéris algebraban), jele Hom(G, H).

Példa (7.7.7. Gyakorlat)
Hom(Z*,ZT) 27" .

Ha ©(1) = m, akkor ¢(n-1) = nm. Ez egy ¢, homomorfizmus.
Vagyis Hom(Z",7Z7) elemei a ,-ek (m-mel szorzasok).
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Ezért m — ©,, izomorfizmus Z" és Hom(Z", Z") kozott.



Csoportreprezentaciék Lin. és absztrakt algebra 18.* eldadas 5/ 36

Homomorfizmusok csoportjai

7.7.1. Definicié

Legyenek G és H Abel-csoportok.

Ha o és ¢) homomorfizmusok G-b&l H-ba, akkor

pontonkénti Gsszegiik: (¢ + ¥)(g) = ¢(g) + ¥(g) is az.
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Példa (7.7.7. Gyakorlat)
Hom(Z*,ZT) 27" .

Ha ©(1) = m, akkor ¢(n-1) = nm. Ez egy ¢, homomorfizmus.
Vagyis Hom(Z",7Z7) elemei a ,-ek (m-mel szorzasok).
Nyilvan ¢ = ©m + k-

Ezért m — ©,, izomorfizmus Z" és Hom(Z", Z") kozott.

HF: Hom(Z, ,Z¢ )= Zy (7.7.8. Kérdés).
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Abel-csoport dualisa

Tétel
Ha G véges Abel-csoport, akkor G = Hom(G,C*) = G.
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Tétel

Ha G véges Abel-csoport, akkor G = Hom(G,C*) = G.
(A homomorfizmusokat most pontonként szorozni kell.)
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Abel-csoport dualisa

Tétel

Ha G véges Abel-csoport, akkor G = Hom(G,C*) = G.
(A homomorfizmusokat most pontonként szorozni kell.)

Bizonyitas

Tegyiik fol elészér, hogy G = Z).
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Tegyiik fol elészér, hogy G = Z. Ha x € Hom(G,C*), akkor
legyen x(1) = . Nyilvan x(n) = x(n-1) = ¢" ésigy e¢ = 1.
Ez egyértelmiien meghatarozza y-t, jeldlje ezt a leképezést ..
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Tétel

Ha G véges Abel-csoport, akkor G = Hom(G,C*) = G.
(A homomorfizmusokat most pontonként szorozni kell.)
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Tegyiik fol elészér, hogy G = Z. Ha x € Hom(G,C*), akkor
legyen x(1) = £. Nyilvan x(n) = x(n-1) =" és igy ¢ = 1.
Ez egyértelmiien meghatarozza y-t, jeldlje ezt a leképezést ..
Megforditva, ha =9 — 1, akkor Xe : n— " homomorfizmus lesz.
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barmelyik d-edik primitiv egységgydk generalja.
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Abel-csoport dualisa
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Nyilvan .-, = Xz, Xe,, hiszen az 1-et mindkett6 c1co-be viszi.
Ezért G = Hom(G,C*)2{e € C : e? =1} < C*.

Ez pontosan a d-edik egységgyokdk részcsoportja, ami ciklikus,
barmelyik d-edik primitiv egységgydk generalja. Ezért é%Zj.



Hom(G x H,K)=2Hom(G, K) x Hom(H, K) (itt G, H, K Abel).

<O «F>»
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Direkt szorzat és Hom

7.7.11. Feladat
Hom(G x H,K)=2Hom(G, K) x Hom(H, K) (itt G, H, K Abel).

4

Bizonyitas
Legyen ¢ € Hom(G x H, K)
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Direkt szorzat és Hom

7.7.11. Feladat
Hom(G x H,K)=2Hom(G, K) x Hom(H, K) (itt G, H, K Abel).

4

Bizonyitas
Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g,1y) : g € G} =G.
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Direkt szorzat és Hom

7.7.11. Feladat
Hom(G x H, K)=Hom(G, K) x Hom(H, K) (itt G, H, K Abel)

v

Bizonyitas
Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g,1y) : g € G} =G.
Ekkor ¢1(g) = »((g.11)) egy G — K homomorfizmust definial.




Csoportreprezentaciék Lin. és absztrakt algebra 18.* eldadas 7/ 36

Direkt szorzat és Hom

7.7.11. Feladat
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Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g,1y) : g € G} =G.
Ekkor ¢1(g) = »((g.11)) egy G — K homomorfizmust definial.
Hasonléan legyen o (h) = ¢((1c. h)),
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7.7.11. Feladat
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v
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Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g,1y) : g € G} =G.
Ekkor ¢1(g) = »((g.11)) egy G — K homomorfizmust definial.
Hasonl6an legyen ©2(h) = ¢((1¢, h)), ekkor p» € Hom(H, K).
Megforditva, ha ¢1 € Hom(G, K) és ¢, € Hom(H, K), akkor
legyen ©((g, h)) = ¢1(g) + w2(h),
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legyen ©((g, h)) = p1(g) + p2(h), erre o € Hom(G x H, K).
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Hasonléan legyen o2(h) = ¢((16, h)), ekkor 2 € Hom(H, K).
Megforditva, ha ¢1 € Hom(G, K) és ¢, € Hom(H, K), akkor

legyen ¢ ((g, h)) = ¢1(g) + w2(h), erre p € Hom(G x H, K).
HF: ¢ < (¢1.2) egy megfelels izomorfizmus. O

4
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4

G = Hom(G,C*)= G bizonyitasa:
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Bizonyitas

Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g,1y) : g € G} =G.
Ekkor v1(g) = @((g, 1H)) egy G — K homomorfizmust definial.
Hasonléan legyen o2(h) = ¢((16, h)), ekkor 2 € Hom(H, K).
Megforditva, ha ¢ € Hom(G, K) és ¢ € Hom(H, K), akkor
legyen ©((g, h)) = p1(g) + p2(h), erre o € Hom(G x H, K).

HF: ¢ < (¢1.2) egy megfelels izomorfizmus. O

v

G = Hom(G,C*) = G bizonyitasa: Bontsuk G-t a véges
Abel-csoportok alaptétele szerint (primhatvanyrendi) ciklikus
csoportok direkt szorzatara,
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csoportok direkt szorzatara, és alkalmazzuk a fenti allitast. O
Név: G a G dualisa.
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7.7.11. Feladat
Hom(G x H, K)=Hom(G, K) x Hom(H, K) (itt G, H, K Abel).
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Bizonyitas

Legyen ¢ € Hom(G x H,K) és G* = {(g,1y) : g € G} =G.
Ekkor v1(g) = @((g, 1H)) egy G — K homomorfizmust definial.
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HF: ¢ < (¢1.2) egy megfelels izomorfizmus. O

v

G = Hom(G,C*) = G bizonyitasa: Bontsuk G-t a véges
Abel-csoportok alaptétele szerint (primhatvanyrendi) ciklikus
csoportok direkt szorzatdra, és alkalmazzuk a fenti allitast. O
Név: G a G dudlisa. Folytonos csoportokra: Pontrjagin-dualitas.
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Ortogonalitas

Hom(G,C™) elemei a G Abel-csoport 1-dimenziés reprezentacidi. J
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Hom(G,C™) elemei a G Abel-csoport 1-dimenziés reprezentacidi.
Masik elnevezés: csoportkarakterek (csak ha G kommutativ!). J
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Ortogonalitas

Hom(G,C™) elemei a G Abel-csoport 1-dimenziés reprezentacidi.
Masik elnevezés: csoportkarakterek (csak ha G kommutativ!). J

Legyen y € G. Ekkor >_gec X(g) értéke 0, ha x nem azonosan 1. J
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Ortogonalitas

Hom(G,C™) elemei a G Abel-csoport 1-dimenziés reprezentacidi.
Masik elnevezés: csoportkarakterek (csak ha G kommutativ!). J
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Valéban: legyen y(go) # 1. Ha gp-lal végigszorozzuk G elemeit,
akkor G minden elemét egyszer kapjuk meg. Ezért

S =2 gec X(8) =D gcc X(808) = Xx(80) >_gec X(&) = Xx(&0)S.
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Valéban: legyen y(go) # 1. Ha gp-lal végigszorozzuk G elemeit,
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Mivel y(go) # 1, ezért S = 0. O
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Kovetkezmény

Ha \ # ¢ € G, akkor decx(gfl)z/,'(g) =0.
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Hom(G,C™) elemei a G Abel-csoport 1-dimenziés reprezentacidi.
Masik elnevezés: csoportkarakterek (csak ha G kommutativ!). J

Legyen y € G. Ekkor >_gec X(g) értéke 0, ha x nem azonosan 1. J

Valéban: legyen y(go) # 1. Ha gp-lal végigszorozzuk G elemeit,
akkor G minden elemét egyszer kapjuk meg. Ezért

S =2 gecX(8) =D 4cc X(808) = X(80) >_gec X(8) = X(&0)S.
Mivel y(go) # 1, ezért S = 0. O

Kovetkezmény

Ha \ # ¢ € G, akkor decx(gfl)z/,'(g) =0.

Valéban: (g 1)u(g) a x 1o € G-nek a g-nél felvett értéke. [
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a sorok G elemeivel, az oszlopok G elemeivel vannak mdexelve,
és a g-edik sor y-edik eleme x(g) (itt g € G és y € G).

Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmatrix), azaz (1/,/n)S unitér.

Bizonyitas
Szamitsuk ki S*S-et.
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A karaktertabla, mint matrix

Allitas

Legyen G Abel-csoport, rendje n, és S € C"*" az a matrix, ahol
a sorok G elemeivel, az oszlopok G elemeivel vannak mdexelve,
és a g-edik sor y-edik eleme x(g) (itt g € G és y € G).

Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmatrix), azaz (1/,/n)S unitér.

Bizonyitas

Szamitsuk ki S*S-et. Mivel x(g) egységgydk, x(g) = x(g1).
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és a g-edik sor y-edik eleme x(g) (itt g € G és y € G).

Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmatrix), azaz (1/,/n)S unitér.

Bizonyitas

Szamitsuk ki S*S-et. Mivel x(g) egységgydk, x(g) = x(g1).
Az ortogonalitas miatt S*S diagonalis matrix.
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és a g-edik sor y-edik eleme x(g) (itt g € G és y € G).

Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmatrix), azaz (1/,/n)S unitér.

Bizonyitas

Szamitsuk ki S*S-et. Mivel x(g) egységgydk, x(g) = x(g1).
Az ortogonalitas miatt S*S diagonalis matrix.
A féatléban x(g1)x(g) = 1 miatt n &ll.

]
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A karaktertabla, mint matrix

Allitas

Legyen G Abel-csoport, rendje n, és S € C"*" az a matrix, ahol
a sorok G elemeivel, az oszlopok G elemeivel vannak mdexelve,
és a g-edik sor y-edik eleme x(g) (itt g € G és y € G).

Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmatrix), azaz (1/,/n)S unitér.

Bizonyitas

Szamitsuk ki S*S-et. Mivel x(g) egységgydk, x(g) = x(g1).
Az ortogonalitas miatt S*S diagonalis matrix.
A féatléban x(g1)x(g) = 1 miatt n &ll. O

Tekintsiik (1/n)S-et egy bazistranszformacié attérési matrixanak.
A G={g,...,g,} arégi bazis, az 0 bazis elemei:

by = (1/n) > ,cc x(g)g € C[G], ahol x € G.
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A karaktertabla, mint matrix

Allitas

Legyen G Abel-csoport, rendje n, és S € C"*" az a matrix, ahol
a sorok G elemeivel, az oszlopok G elemeivel vannak mdexelve,
és a g-edik sor y-edik eleme x(g) (itt g € G és y € G).

Ekkor S*((1/n)S) = E (az egységmatrix), azaz (1/,/n)S unitér.

Bizonyitas

Szamitsuk ki S*S-et. Mivel x(g) egységgydk, x(g) = x(g1).
Az ortogonalitas miatt S*S diagonalis matrix.
A féatléban x(g1)x(g) = 1 miatt n &ll.

0J

Tekintsiik (1/n)S-et egy bazistranszformacié attérési matrixanak.
A G={g,...,g,} arégi bazis, az 0 bazis elemei:

by = (1/n) Y 4ec x(8)g € C[G], ahol y € G.
Ez tényleg bazis, mert S invertalhaté.
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A csoportalgebra felbontésa

Allitas
Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) >, x(&)g € C[G].
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A csoportalgebra felbontésa

Allitas
Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) >, x(&)g € C[G].
Ekkor b2 = b, és x # 1) € G esetén by by = 0.

Valdban, |G|?by by = > ;. s¢f, ahol sp = > hg—r X(MY(g),
és hg = f miatt h=fg ', igy s = V(1) > e x(g )(g).
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Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) >, x(&)g € C[G].
Ekkor b2 = b, és x # 1) € G esetén by by = 0.

Valdban, |G|?by by = > ;. s¢f, ahol sp = > hg—r X(MY(g),

és hg = f miatt h = fg ", igy sy = (F) >, x(g ") (g)
Az el6z6ek miatt ez nulla, ha y # 1/,
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A csoportalgebra felbontésa

Allitas
Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) >, x(&)g € C[G].
Ekkor b2 = b, és x # 1) € G esetén by by = 0.

Valdban, |G|?by by = > ;. s¢f, ahol sp = > hg—r X(MY(g),

és hg = f miatt h = fg ", igy sy = (F) >, x(g ") (g)
Az el6z6ek miatt ez nulla, ha x # ¢, és igy b, b, = 0. Ha x =,

akkor x (g ")v(g) = 1,
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Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) >, x(&)g € C[G].
Ekkor b2 = b, és x # 1) € G esetén by by = 0.

Valdban, |G|?by by = > ;. s¢f, ahol sp = > hg—r X(MY(g),

és hg = f miatt h = fg ", igy sy = (F) >, x(g ") (g)
Az el6z6ek miatt ez nulla, ha x # ¢, és igy b, b, = 0. Ha x =,

akkor y(g 1) (g) = 1, tehat sr = |G|1)(f),
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és hg = f miatt h = fg ", igy sy = (F) >, x(g ") (g)

Az el6z6ek miatt ez nulla, ha x # ¢, és igy b, b, = 0. Ha x =,
akkor (g 1) (g) = 1, tehat s = |G|1)(f), és bi = by. O
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Valdban, |G|?by by = > ;. s¢f, ahol sp = > hg—r X(M)(g),
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Az el6z6ek miatt ez nulla, ha x # ¢, és igy b, b, = 0. Ha x =,
akkor (g 1) (g) = 1, tehat s = |G|1)(f), és bf( = by. O

Mivel a b, elemek bazist alkotnak, a csoportalgebra minden eleme
egyértelmiien felirhato eré X, b, alakban (X, € C).
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Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) >, x(&)g € C[G].
Ekkor b>2< =b ésx#Ye G esetén b, by, = 0.

Valdban, |G|?by by = > ;. s¢f, ahol sp = > hg—r X(M)(g),

és hg = f miatt h = fg ", igy sy = (F) >, x(g ") (g)

Az el6z6ek miatt ez nulla, ha x # ¢, és igy b, b, = 0. Ha x =,
akkor (g 1) (g) = 1, tehat s = |G|1)(f), és bf( = by. O

Mivel a b, elemek bazist alkotnak, a csoportalgebra minden eleme
egyértelmiien felirhato eré X, b, alakban (X, € C).

Ezt (..., 1y, ...) € C"-nek megfeleltetve

gylridizomorfizmust kapunk C[G] és a C" direkt szorzat kozott.
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A csoportalgebra felbontésa

Allitas
Legyen x € Hom(G,C*)-re by = (1/n) >, x(&)g € C[G].
Ekkor b>2< =b ésx#Ye G esetén b, by, = 0.

Valdban, |G|?by by = > ;. s¢f, ahol sp = > hg—r X(M)(g),

és hg = f miatt h=fg ', igy st = 0(F) e x(g~)i(e).

Az el6z6ek miatt ez nulla, ha x # ¢, és igy b, b, = 0. Ha x =,
akkor (g 1) (g) = 1, tehat s = |G|1)(f), és bf( = by. O
Mivel a b, elemek bazist alkotnak, a csoportalgebra minden eleme
egyértelmiien felirhato eré X, b, alakban (X, € C).

Ezt (..., 1y, ...) € C"-nek megfeleltetve

gylridizomorfizmust kapunk C[G] és a C" direkt szorzat kozott.

Val6ban, a szorzattartas a fenti 6sszefiiggések kovetkezménye. [
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(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,
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A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = eré Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).

(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,
valamint azzal az x : G — C fiiggvénnyel is, melyre x(g) = x;.)



Diszkrét Fourier-transzformacié Lin. és absztrakt algebra 18.* el8adas 11 / 36

A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = eré Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).

(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,
valamint azzal az x : G — C fiiggvénnyel is, melyre x(g) = x;.)

Bazistranszformacié: X = S*x”
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A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = eré Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).
(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,

valamint azzal az x : G — C fiiggvénnyel is, melyre x(g) = x;.)
Bazistranszformacié: X = S*xT és x” = (1/n)SXT.
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A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = er@ Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).

(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,
valamint azzal az x : G — C fiiggvénnyel is, melyre x(g) = x;.)
Bazistranszformacié: X = S*xT és x” = (1/n)SXT.

Azaz X\ = ) .. x(8)xg
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A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = er@ Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).

(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,
valamint azzal az x : G — C fiiggvénnyel is, melyre x(g) = x;.)
Bazistranszformacié: X = S*xT és x” = (1/n)SXT.

Azaz Xy =} cc X(8)Xg & xg = (1/n) 22, ¢ x(8)Xy-
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F :x+— X a diszkrét Fourier-transzformacié. J




Diszkrét Fourier-transzformacié Lin. és absztrakt algebra 18.* el8adas 11 / 36

A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = eré Xy b, € C[G],
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valamint azzal az x : G — C fiiggvénnyel is, melyre x(g) = x;.)
Bazistranszformacis: X' = S*x” és x” = (1/n)SXT.

Azaz X =3 o X(8)xg & xg = (1/n) >_, < x(&)Xx-

F i x+— X a diszkrét Fourier-transzformacié. Jele X = X.
F~1: X x az inverz Fourier-transzformacio.
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tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).

(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,
valamint azzal az x: G — C ﬁjggvénnyel is, melyre x(g) = xz.)
Bazistranszformacié: X = S*x” és xT = (1/n)SXT.

Azaz X =3 o X(8)xg & xg = (1/n) >_, < x(&)Xx-

F: x — X a diszkrét Fourier-transzformacié. Jele X =X.
F~1: X x az inverz Fourier-transzformacié. Jele x = X.
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Bazistranszformacié: X = S*x” és xT = (1/n)SXT.

Azaz X =3 cc X(8)Xg & Xg = (1/n) 22y cc X(8) Xy

F: x — X a diszkrét Fourier-transzformacié. Jele X =X.
F~1: X x az inverz Fourier-transzformacié. Jele x = X.

Alaptulajdonsagok: (1/+/n) F unitér transzformacié C"-en.
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tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).
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Alaptulajdonsagok: (1/+/n) F unitér transzformacié C"-en. Ezért

(x,y) = (1/n)(XY), azaz 3~ Xg¥e = (1/n) 32, g X V-

(Parseval-formula,
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x|l = (1/n)
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A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = ngé Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).
(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,

valamint azzal az x: G — C ﬁjggvénnyel is, melyre x(g) = xz.)
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F: x — X a diszkrét Fourier-transzformacié. Jele X =X.
F~1: X x az inverz Fourier-transzformacié. Jele x = X.

Alaptulajdonsagok: (1/1/n) 7 unitér transzformacié C"-en. Ezért
boy) = (1/n)(X,Y), azaz 3o Xgye = (1/0) 22, e Xx Ve
x|l = (1/n) geclxel? = (1/m X calX.
(Parseval- formula
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Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = ngé Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).
(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,

valamint azzal az x: G — C ﬁjggvénnyel is, melyre x(g) = xz.)
Bazistranszformacié: X = S*x” és xT = (1/n)SXT.

Azaz X =3 cc X(8)Xg & Xg = (1/n) 22y cc X(8) Xy

F: x — X a diszkrét Fourier-transzformacié. Jele X =X.
F~1: X x az inverz Fourier-transzformacié. Jele x = X.

Alaptulajdonsagok: (1/1/n) 7 unitér transzformacié C"-en. Ezért
(oy) = (1/n)(X.Y), azaz 3o c6 Xeyg = (1/n) 22 ce X Y
x|l = (1/n) geclxel? = (1/m X calX.
(Parseval- formula illetve Plancherel-formula).
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A Fourier-transzformacié mint bazistranszformacié

Az eddigi jelolésekkel legyen ) . xg8 = ngé Xy b, € C[G],
tovabba x = (..., xg,...) és X = (..., X, ...).
(Mostantdl azonositjuk az x vektort a ), xgg € C[G] elemmel,

valamint azzal az x: G — C ﬁjggvénnyel is, melyre x(g) = xz.)
Bazistranszformacié: X = S*x” és xT = (1/n)SXT.

Azaz X =3 cc X(8)Xg & Xg = (1/n) 22y cc X(8) Xy

F: x — X a diszkrét Fourier-transzformacié. Jele X =X.
F~1: X x az inverz Fourier-transzformacié. Jele x = X.

Alaptulajdonsagok: (1/+/n) F unitér transzformacié C"-en. Ezért
(xy) = (1/n)(X.Y), azaz 3" cc Xg¥e = (1/n) 32 & Xy Y-
x|l = (1/n) geclxel? = (1/m X calX.
(Parseval- formula illetve Plancherel-formula).

> gec Xg& — X gylirthomomorfizmus C[G]-bsl C"-be.
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Konvolicié

Legyen x = (..., Xg,...) ésy = (..., ¥g,--.),




Diszkrét Fourier-transzformacié Lin. és absztrakt algebra 18.* el8adas 12 / 36

Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba
(decxgg)(deG Ye8&) = deG Zg8,
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba
(deGng)(deG Ye8&) = deG Zgg, ekkor zg = 3 e Xgr-1¥f-
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(deGng)(deG )/gg) — deG Zgg' ekkor Zg - ZfEG ngflyf-
Az=(...,2,...) neve az x és y konvoluciéja,
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(deGng)(deG )/gg) - deG Zgg' ekkor Zg = ZfEG ngflyf-
Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(2gec Xe8)(Dogec Ya8) = Dgec %8, ekkor zg =) e Xgr1yr-
Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.

Vagyis a konvollcié a csoportalgebra szorzasanak megfelelgje.
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(2gec Xe8)(Dogec Ya8) = Dgec %8, ekkor zg =) e Xgr1yr-
Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.

Vagyis a konvollcié a csoportalgebra szorzasanak megfelelgje.

A gytirihomomorfizmus-tulajdonsdg miatt tehat

Fxsy)=F(x) Fly) = (..., X Yy....) (pontonkénti szorzas).
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba
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Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.

Vagyis a konvollcié a csoportalgebra szorzasanak megfelelgje.

A gytirihomomorfizmus-tulajdonsdg miatt tehat

Fxsy)=F(x) Fly) = (..., X Yy....) (pontonkénti szorzas).

A konvolucié tulajdonsagai

o Mindkét valtozéban linearis C folott, kommutativ, asszociativ.
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(2gec Xe8)(Dogec Ya8) = Dgec %8, ekkor zg =) e Xgr1yr-
Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.
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A gytirihomomorfizmus-tulajdonsdg miatt tehat

Fxsy)=F(x) Fly) = (..., X Yy....) (pontonkénti szorzas).

A konvolucié tulajdonsagai

o Mindkét valtozéban linearis C folott, kommutativ, asszociativ.

@ Van egységelem: x; =1 és x, = 0 (g # 1) megfeleld.
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(2gec Xe8)(Dogec Ya8) = Dgec %8, ekkor zg =) e Xgr1yr-
Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.

Vagyis a konvollcié a csoportalgebra szorzasanak megfelelgje.

A gytirihomomorfizmus-tulajdonsdg miatt tehat

Fxsy)=F(x) Fly) = (..., X Yy....) (pontonkénti szorzas).

A konvolucié tulajdonsagai
o Mindkét valtozéban linearis C folott, kommutativ, asszociativ.
@ Van egységelem: x; =1 és x, = 0 (g # 1) megfeleld.
@ Legyen T, a h € G-vel valé jobbszorzas a csoportalgebran,
ez h-val valé eltolas.
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(2gec Xe8)(Dogec Ya8) = Dgec %8, ekkor zg =) e Xgr1yr-
Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.

Vagyis a konvollcié a csoportalgebra szorzasanak megfelelgje.

A gytirihomomorfizmus-tulajdonsdg miatt tehat

Fxsy)=F(x) Fly) = (..., X Yy....) (pontonkénti szorzas).

A konvolucié tulajdonsagai
o Mindkét valtozéban linearis C folott, kommutativ, asszociativ.
@ Van egységelem: x; =1 és x, = 0 (g # 1) megfeleld.
@ Legyen T, a h € G-vel valé jobbszorzas a csoportalgebran,
ez h-val val6 eltolas. Ekkor T,(x)(g) = x(gh™!) (HF).
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Konvolicié

Legyen x = (..., xg,...) ésy = (..., yg....), tovabba

(2gec Xe8)(Dogec Ya8) = Dgec %8, ekkor zg =) e Xgr1yr-
Az=(...,2z,...) neve az x és y konvolucidja, jele x *y.

Vagyis a konvollcié a csoportalgebra szorzasanak megfelelgje.

A gytirihomomorfizmus-tulajdonsdg miatt tehat

Fxsy)=F(x) Fly) = (..., X Yy....) (pontonkénti szorzas).

A konvolucié tulajdonsagai
o Mindkét valtozéban linearis C folott, kommutativ, asszociativ.
@ Van egységelem: x; =1 és x, = 0 (g # 1) megfeleld.
@ Legyen T, a h € G-vel valé jobbszorzas a csoportalgebran,

ez h-val valé eltolas. Ekkor T,(x)(g) = x(gh™!) (HF).
Konvolicié eltoltja: Th(xxy) = Tp(x) xy = x* Th(y).
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Konjugalt transzformaltja

Tétel
Legyen F(x) =X, azaz ), . xg&8 = >_, ¢ Xy by € C[G].
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Konjugalt transzformaltja

Tétel
Legyen F(x) =X, azaz ), . Xg8 = >_, ¢ Xyby € C[G]. Ekkor
deG Xg8 = ngéxx“bx
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Konjugalt transzformaltja

Tétel
Legyen F(x) = X, azaz ), cc g8 = 2_, ¢ Xuby € C[G]. Ekkor
ZgGG Xg8 = ngé XX71 bX és er@ XXbX = ZgEG Xg771g,
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Konjugalt transzformaltja

Tétel
Legyen F(x) = X, azaz ), cc g8 = 2_, ¢ Xuby € C[G]. Ekkor
ZgGG Xg8 = ngé XX71 bX és er@ XXbX = ZgEG Xg771g,

azaz F(x) = (..., X,—1,...)
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Konjugalt transzformaltja

Tétel

Legyen F(x) =X, azaz ), . Xg8 = >_, ¢ Xyby € C[G]. Ekkor

deggg - ZXGCEXX*le B erG Xyby = dec Xg—18,

azaz F(X) = (..., X, —1,...) & F 1(X) = (..., Xg-1,...).
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Konjugalt transzformaltja

Tétel

Legyen F(x) =X, azaz ), . Xg8 = >_, ¢ Xyby € C[G]. Ekkor

deggg - ZXGCEXX*le B erG Xyby = dec Xg—18,

azaz F(X) = (..., X, —1,...) & F 1(X) = (..., Xg-1,...).

Bizonyitas
>_gcc X8 € C[G] konjugéltja legyen > ;Xz8 € C[G]
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Konjugalt transzformaltja

Tétel

Legyen F(x) =X, azaz ), . Xg8 = >_, ¢ Xyby € C[G]. Ekkor

dec@g - ZXGCA?XXAbX B erG Xyby = dec Xg—18,

azaz F(X) = (..., X, —1,...) & F 1(X) = (..., Xg-1,...).

Bizonyitas

> _gcc Xe8 € C[G] konjugéltja legyen 3, Xgg € C[G] (ez
automorfizmusa C[G|-nek,
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Konjugalt transzformaltja

Tétel

Legyen F(x) =X, azaz ), . Xg8 = >_, ¢ Xyby € C[G]. Ekkor

ZgGG @g - ngéxx*bx és ng(; YXbX - ZgEGnglg’

azaz F(X) = (..., X, —1,...) & F 1(X) = (..., Xg-1,...).

Bizonyitas

> _gcc Xe8 € C[G] konjugéltja legyen 3, Xgg € C[G] (ez
automorfizmusa C[GJ-nek, minden g € G konjugaltja 6nmaga.)
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Konjugalt transzformaltja

Tétel
Legyen F(x) = X, azaz ), X8 = zie@ Xy by € C[G]. Ekkor
deG@g = eréqubx és ZXGGXXbX = deG Xg—18,

azaz F(x) = (..., X,-1,...) és FIX)=(...

Bizonyitas

> _gcc Xe8 € C[G] konjugéltja legyen 3, Xgg € C[G] (ez
automorfizmusa C[GJ-nek, minden g € G konjugaltja 6nmaga.)
Mivel Y 1(g) = x(g) ' = x(g) = x(g ') (pontonkénti inverz)
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Konjugalt transzformaltja

Tétel

Legyen F(x) = X, azaz ), X8 = Zie@ Xy by € C[G]. Ekkor
deG Xg& = ngéxx“bx és ngg Xyby = deGnglg:
azaz F(X) = (..., X, —1,...) & F 1(X) = (..., Xg-1,...).

Bizonyitas

> _gcc Xe8 € C[G] konjugéltja legyen 3, Xgg € C[G] (ez
automorfizmusa C[GJ-nek, minden g € G konjugaltja 6nmaga.)
Mivel Y 1(g) = x(g) ' = x(g) = x(g ') (pontonkénti inverz)
ezért by = (1/n) > ", Xx(g)g konjugiltja by 1.
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Konjugalt transzformaltja

Tétel

Legyen F(x) =X, azaz ), . Xg8 = >_, ¢ Xyby € C[G]. Ekkor

D gcG Xg8 = ngéxx“bx és ngc Xyby = D _geG Xg—18,

azaz F(X) = (.., X1, ...) & F LX) = (.., %1, - ).

Bizonyitas

> _gcc Xe8 € C[G] konjugéltja legyen 3, Xgg € C[G] (ez
automorfizmusa C[GJ-nek, minden g € G konjugaltja 6nmaga.)
Mivel Y 1(g) = x(g) ' = x(g) = x(g ') (pontonkénti inverz)
ezért b, = (1/n) Zgic x(g)g konjugéltja b, 1. Igy

deG Xgg = eré\xxbxfl = eraxxfﬂ)x.
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Konjugalt transzformaltja

Tétel
Legyen F(x) =X, azaz ), . Xg8 = >_, ¢ Xyby € C[G]. Ekkor

dec;@g - ngéxxflbx és ngéx by = deG Xg—18,

azaz F(X) = (.., X1, ...) & F LX) = (.., %1, - ).

Bizonyitas

> _gcc Xe8 € C[G] konjugéltja legyen 3, Xgg € C[G] (ez
automorfizmusa C[GJ-nek, minden g € G konjugaltja 6nmaga.)
Mivel Y 1(g) = x(g) ' = x(g) = x(g ') (pontonkénti inverz)
ezért by = (1/n) >, x(g )g konjugaltja b, - 1. gy

Y g Xe8 = 2yeg Kbyt = 22 g X 1b

Az inverz transzformaaot az xg = (1/n) ZXeG x(g)X, képlettel

szamitva (1/n) Y X(8)X = (1/n) Yee X(8 DXy =X 7. O

v
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = 7,
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = 7Z,, és ha & = cos(27/n) + isin(27/n),
akkor xx(j) = &%, ahol j, k € Z ]},
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor x,(j) = &/, ahol j, k € Z, azaz G = {x0,..., Xn-1}.

n:?
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor x,(j) = &/, ahol j, k € 7. azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-

n?

Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor x4 (j) = &%, ahol j, k € Z,], azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor x4 (j) = &%, ahol j, k € Z,], azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor xx(j) = &%, ahol j, k € Z ]}, azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda
Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p = 2w, 0 < m < n egészek. J
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor xx(j) = &%, ahol j, k € Z ]}, azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda
Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p = 2w, 0 < m < n egészek. J

Ekkor x; = em
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor xx(j) = &%, ahol j, k € Z ]}, azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda
Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p = 2w, 0 < m < n egészek. J

Ekkor x; = ™ és X,, = Zf;ol xk()xj = Zf;ol e kegmi,
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor xx(j) = &%, ahol j, k € Z ]}, azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda
Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p = 2w, 0 < m < n egészek. J

Ekkor x; = e és X, = Zf;ol xk()xj = Zf;ol ekiemi,
De 5(m7k)J — mek(j)l
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor Y, (j) = &/, ahol j, k € Z*, azaz G= {x0,--+,Xn-1}-
Nyilvan k — vy |zomorf|zmus G és G kdzott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda

Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p = 2w, 0 < m < n egészek. J
Ekkor x — =™ & X, = .70 k() = S0d e Ki=m.

De (m=kJ — = Xm_k(J), tehat az ortogonalitas miatt
Xy, =0hantm—k,
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor Y, (j) = &/, ahol j, k € Z*, azaz G= {x0,--+,Xn-1}-
Nyilvan k — vy |zomorf|zmus G és G kdzott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda

Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p = 2w, 0 < m < n egészek. J
Ekkor x — =™ & X, = .70 k() = S0d e Ki=m.

De (m=kJ — = Xm_k(J), tehat az ortogonalitas miatt

Xy, =0ha ntm— k, azaz ha m # k, hiszen 0 < k, m < n.
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor x4 (j) = &%, ahol j, k € Z,], azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda
Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p =27, 0 < m < n egészek. J

P, 1= 1 g .
Ekkor xj = ™ &s Xy, = > 75 xi(j)xj = g £ e,
De (m=kJ — Xm—k(J), tehat az ortogonalitas miatt

Xy, =0ha ntm— k, azaz ha m # k, hiszen 0 < k, m < n.

Ha k = m, akkor X, = n (az &sszeg minden tagja 1).
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Periodikus jelek

A legfontosabb eset: G = Z;, és ha ¢ = cos(2m/n) + isin(2m/n),
akkor x4 (j) = &%, ahol j, k € Z,], azaz G = {x0;-- -, Xn-1}-
Nyilvan k — v izomorfizmus G és G kozott.

Legyen f : R — C periodikus fiiggvény: f(x + p) = f(x) (x € R).
Mintavétel a pj/n helyeken: x; = f(pj/n), ahol 0 < j < n.

Fépélda
Legyen f(x) = cos(mx) + isin(mx), p =27, 0 < m < n egészek. J

Ekkor x; = ™ és X,, = 21'7;01 k()X = Zf;ol g=hem,

De (m=kJ — Xm—k(J), tehat az ortogonalitas miatt
Xy, =0ha ntm— k, azaz ha m # k, hiszen 0 < k, m < n.
Ha k = m, akkor X, = n (az &sszeg minden tagja 1).

HF: f(x) transzformaltja X,, = nha k = n— m és 0 egyébként.
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx)
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?
(y az id6tartomany,

15 / 36
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?
(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

15 / 36
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges.
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.
f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2i),
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitéast
és a konjugaltra vonatkoz6 képletet felhasznalva
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitéast
és a konjugaltra vonatkoz6 képletet felhasznalva

Yy, = n/2i ha k=més —n/2i ha k =n— m; J
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitéast
és a konjugaltra vonatkoz6 képletet felhasznalva

Yy, = n/2i ha k =m és —n/2i ha k = n — m; egyébként Y,, = O'J
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitéast
és a konjugaltra vonatkoz6 képletet felhasznalva

Yy, = n/2i ha k =m és —n/2i ha k = n — m; egyébként Y,, = O'J

A —sin ((n— m)x) fiiggvény ugyanazt a mintat adja, mint sin(mx).
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitéast
és a konjugaltra vonatkoz6 képletet felhasznalva

Yy, = n/2i ha k =m és —n/2i ha k = n — m; egyébként Y,, = O'J

A —sin ((n— m)x) fiiggvény ugyanazt a mintat adja, mint sin(mx).
Ha elére tudjuk, hogy n > 2m is teljesiil, akkor m és n — m koziil
mar ki tudjuk valasztani a megfelel6t,
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitéast
és a konjugaltra vonatkoz6 képletet felhasznalva

Yy, = n/2i ha k =m és —n/2i ha k = n — m; egyébként Y,, = O'J

A —sin ((n— m)x) fiiggvény ugyanazt a mintat adja, mint sin(mx).
Ha elére tudjuk, hogy n > 2m is teljesiil, akkor m és n — m koziil
mar ki tudjuk valasztani a megfelel6t, mert n — m > n/2.
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A frekvencia rekonstrukciéja

Legyen g(x) = sin(mx) és y; = g(27j/n), ahol 0 < j < n.
Mikor lehet az (yp, ..., y,—1) mintabdl m értékét viszakapni?

(y az id6tartomany, transzformaltja a frekvenciatartomany.)

Ha m = n/2 vagy 0, akkor y; azonosan nulla, igy a rekonstrukcié
nem lehetséges. Tegyiik fol, hogy 0 < n < m és m # n/2.

f(x) = cos(mx) + isin(mx) transzformaltjat most szamitottuk ki.
Mivel g(x) = sin(mx) = (f(x) — f(x))/(2/), ezért a linearitéast
és a konjugaltra vonatkoz6 képletet felhasznalva

Yy, = n/2i ha k =m és —n/2i ha k = n — m; egyébként Y,, = O'J

A —sin ((n— m)x) fiiggvény ugyanazt a mintat adja, mint sin(mx).
Ha elére tudjuk, hogy n > 2m is teljesiil, akkor m és n — m koziil
mar ki tudjuk valasztani a megfelel6t, mert n — m > n/2.

Vagyis elég siirli mintavételezéssel kell dolgozni.
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Hangpélda

Van két hangszer. Az egyik normal A-n szél: 440 Hz.
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Van két hangszer. Az egyik normal A-n szél: 440 Hz.
A masik fele hangerével az oktavjan: 880 Hz
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Hangpélda

Van két hangszer. Az egyik normal A-n szél: 440 Hz.
A masik fele hanger6vel az oktavjan: 880 Hz (felhangok nincsenek).
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Hangpélda

Van két hangszer. Az egyik normal A-n szél: 440 Hz.
A masik fele hanger6vel az oktavjan: 880 Hz (felhangok nincsenek).
A kett6 hangja egyiitt: f(t) = 2sin(440 - 27t) + sin(880 - 27t).
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Hangpélda

Van két hangszer. Az egyik normal A-n szél: 440 Hz.
A masik fele hanger6vel az oktavjan: 880 Hz (felhangok nincsenek).
A kett6 hangja egyiitt: f(t) = 2sin(440 - 27t) + sin(880 - 27t).

Tegyiik fel, hogy n > 2 x 880.
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A kett6 hangja egyiitt: f(t) = 2sin(440 - 27t) + sin(880 - 27t).

Tegyiik fel, hogy n > 2 % 880. Minta: x; = f(j/n), ahol 0 < j < n.
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alakd fuggvények (végtelen) linearis kombinacidja.
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m < 880 (és igy az Gsszeg véges),
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m < 880 (és igy az Osszeg véges), akkor a Fourier-transzformaltban
csak xm €s x,_m szerepelhet.
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alakd fuggvények (végtelen) linearis kombinaciéja. Ha mindegyik
m < 880 (és igy az Osszeg véges), akkor a Fourier-transzformaltban
csak xm €s x,n_m szerepelhet. De n — m > 880, ezért a szerepls
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tobb, mint duplajaval elég mintavételezni.



Legyen f(x) = sin(440 - 27t) és n = 660.
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Aliasing

Legyen f(x) = sin(440 - 27t) és n = 660. A transzformaltban ekkor
megjelenik a 660 — 440 = 220 Hz-es frekvencia is. J
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megjelenik a 660 — 440 = 220 Hz-es frekvencia is. Miért baj ez? J
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Aliasing

Legyen f(x) = sin(440 - 27t) és n = 660. A transzformaltban ekkor
megjelenik a 660 — 440 = 220 Hz-es frekvencia is. Miért baj ez? J

A minték: x; = sin(440 - 27/ /660).
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Legyen f(x) = sin(440 - 27t) és n = 660. A transzformaltban ekkor
megjelenik a 660 — 440 = 220 Hz-es frekvencia is. Miért baj ez? J

A minték: x; = sin(440 - 27/ /660). Ezek raillenek a —sin(220-27t)
fliggvényre is, hiszen sin(27j — o) = —sin(w).
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A digitalis-anal6g konverterek hajlamosak a legalacsonyabb
frekvenciaja fliggvényt interpolalni, ami az adott mintakra
illeszkedik,
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A 220 Hz-es jelet az eredeti jel alias-anak nevezziik. J

Védekezés: Anti-aliasing sz(ir6.
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nagyobb frekvenciaju jeleket.
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2D diszkrét Fourier-transzformacié

Képfeldolgozas
Most f egy téglalapon definialt valés fliggvény.
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2D diszkrét Fourier-transzformacié

Képfeldolgozas

Most f egy téglalapon definialt valés fliggvény.
Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.
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Most f egy téglalapon definialt valés fliggvény.
Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.
Mintavétel az (aj/n, bk/m) pontokban (0 < j < n, 0 < k < m).
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2D diszkrét Fourier-transzformacié

Képfeldolgozas

Most f egy téglalapon definialt valés fliggvény.
Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.
Mintavétel az (aj/n, bk/m) pontokban (0 < j < n, 0 < k < m).

V

A 2D diszkrét Fourier-transzformécié csoportja G = 7, x Z.
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Képfeldolgozas

Most f egy téglalapon definialt valés fliggvény.
Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.
Mintavétel az (aj/n, bk/m) pontokban (0 < j < n, 0 < k < m).

V

2D diszkrét Fourier-transzformacié csoportja G = ZT x Z . gy

A
G ={(Xps%q)) : PEZ}, qE€ L},
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2D diszkrét Fourier-transzformacié

Képfeldolgozas

Most f egy téglalapon definialt valés fliggvény.
Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.
Mintavétel az (aj/n, bk/m) pontokban (0 < j < n, 0 < k < m).

4

A 2D diszkrét Fourier-transzformacié csoportja G = ZT x Z . gy
G = {(Xp,%q)) : PEZL, q €L}, ahol xp(j) = &, pq(k) = 1k
(e = cos(2m/n) + isin(2mw/n) és n = cos(27/m) + i sin(2mw/m)).
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Képfeldolgozas

Most f egy téglalapon definialt valés fliggvény.
Legyen a téglalap a [0, a] x [0, b] Descartes-szorzat.
Mintavétel az (aj/n, bk/m) pontokban (0 < j < n, 0 < k < m).

V

A 2D diszkrét Fourier-transzformacié csoportja G = ZT x Z . gy
G ={(xp»¥q)) : PEZL, q€ZS}, ahol xp(j) = P, 1bq(k) = nkd
(¢ = cos(27/n) + isin(2m/n) és n = cos(2m/m) + isin(2m/m)).
Nyilvan (p. q) — (xp.?q) izomorfizmus G és G kdzott.
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(¢ = cos(27/n) + isin(2m/n) és n = cos(2m/m) + isin(2m/m)).
Nyilvan (p. q) — (xp.?q) izomorfizmus G és G kdzott.

Legyen x; . = f(aj/n, bk/m), irjunk (xp,1q) helyett (p, g)-t.
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G ={(xp»¥q)) : PEZL, q€ZS}, ahol xp(j) = P, 1bq(k) = nkd
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mert Xp(J) P és Xq(k) n kq
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A 2D diszkrét Fourier-transzformécié csoportja G = 7T x 7} gy
G ={(xp»¥q)) : PEZL, q€ZS}, ahol xp(j) = P, 1bq(k) = nkd
(¢ = cos(27/n) + isin(2m/n) és n = cos(2m/m) + isin(2m/m)).
Nyilvan (p. q) — (xp.?q) izomorfizmus G és G kdzott.

Legyen x; . = f(aj/n, bk/m), irjunk (xp,1q) helyett (p, g)-t.
Ekkor a transzformalt X, ; = Zf;ol ZZZol ePyTkax; |,

mert x,(j) = ¢ P és x,(k) = 1 *9. Exponencialis jeldléssel:
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Mintavétel az (aj/n, bk/m) pontokban (0 < j < n, 0 < k < m).

V

A 2D diszkrét Fourier-transzformacié csoportja G = ZT x Z . gy
G ={(xp»¥q)) : PEZL, q€ZS}, ahol xp(j) = P, 1bq(k) = nkd
(¢ = cos(27/n) + isin(2m/n) és n = cos(2m/m) + isin(2m/m)).
Nyilvan (p. q) — (xp.?q) izomorfizmus G és G kdzott.

Legyen x; . = f(aj/n, bk/m), irjunk (xp,1q) helyett (p, g)-t.
Ekkor a transzformalt X, ; = Zf;ol ZZZol ePyTkax; |,

mert x,(j) = ¢ P és x,(k) = 1 *9. Exponencialis jeldléssel:
ha e® = cos o + i sin a, akkor e /Py—ka = ¢=2millp/n)+(ka/m)]
Inverz: x; x = (1/(mn)) Zg;é Zgzol e?millp/m)+(ka/mlx
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Eredeti kép

Ezen a képen fogjuk bemutatni a zajcsokkentési algoritmusokat. )
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Zajos kép

A képhez normilis eloszlasi (Gaussian) zajt adtunk hozza.
Ezt prébaljuk majd eltavolitani kiildnféle médszerekkel. J
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Utébbiak fel vannak skaldzva, mert az értékek olyan kicsik,

hogy szinte az egész kép fekete lenne (fekete = 0, fehér = 1).

Az elrendezés olyan, hogy minél tavolabb vagyunk a kdzépponttdl,
annal nagyobb frekvencidkhoz tartoz6 értékeket latunk. Kdzépen
fényesebb a kép, igy a kis frekvenciak értékei a nagyobbak.
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A nagy frekvenciak levagasa

A bal oldali képen kinullaztuk a nagyobb frekvenciahoz tartozé
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A bal oldali képen kinullaztuk a nagyobb frekvenciahoz tartozé
értékeket, majd visszatranszformaltunk. A zaj eltiint, de a kép
életlenné valt, és az élekkel parhuzamos vonalak jelentek meg.
Utdbbi az Ggynevezett Gibbs-jelenség. Oka a kdvetkezd.

A transzformaltat egy olyan fiiggvénnyel szoroztuk, amely a
kozéps6 kordn beliil 1, masutt nulla. Ha ezt visszatranszformaljuk,
akkor nagy amplitadéju rezgések szerepelnek benne, és ezzel a
flggvénnyel kell konvoliciét képezni.
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Ovatosabb vagas

Itt nagyobb atmérdgji korrel vagtuk le az amplitadékat abrazold J

képet.
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Ovatosabb vagas

Itt nagyobb atmérdgji korrel vagtuk le az amplitadékat abrazold J

képet. Még jobb eredményt kaphatunk kevésbé durva atmenettel.
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Gaussian blur

A miivelet egy kétdimenziés Gauss-gorbével val6 konvolucio.
A Gibbs-féle vonalak eltiintek, de a kép még mindig lagy. J
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Wavelet-felbontas

Most ligyesebb bazist valasztunk, mint amit eddig hasznaltunk.
Ennek segitségével a képet rétegekre tudjuk bontani.

Minden réteg egyre nagyobb léptékii alakzatokat valaszt ki.
Mivel a zaj tipikusan kis Iéptékii, lehetséges a zajcstkkentés gy,
hogy a kis léptékii rétegekben agresszivabban filtereziink.
Minden egyes rétegben meg is vizsgalhatjuk a zaj mértékét.
Ehhez a valésziniiségszamitasban tanult szorast kell kiszamitani.

Itt az els§ két réteg lathaté ...
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. itt pedig a kdvetkez& harom, majd a kép megmaradé része.
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Wavelet-felbontas

. itt pedig a kdvetkez& harom, majd a kép megmaradé része.
A kép ,élességét’ add informaciét a kis léptéki rétegek hordozzak.
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Az imént leirt algoritmust hasznaltuk 5 réteg segitségével. J
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Multiscale Linear Transform

Az imént leirt algoritmust hasznaltuk 5 réteg segitségével.
Két részletet érdemes kinagyitani. J
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A részletek élessége

Bal oldal: Gaussian Blur. Jobb oldal: MLT.
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A részletek élessége

Bal oldal: Gaussian Blur.

Jobb oldal: MLT.

A MLT tobb részletet meghagy, és ugyanannyira zavaré a zaj.
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Total Gradient Variation Denoising

Ez egy masik algoritmus eredménye, agressziv paraméterekkel.
www.lightvortexastronomy.com/tutorial-noise-reduction.html J
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A tomorités elve

A jelet Fouier-transzformaljuk; kinullazzuk a kis abszolat értékii
szamokat; visszatranszformalunk.
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(A JPEG2000 szabvany ehelyett mar wavelet felbontast hasznal.)

Probléma: a Gibbs-jelenség. Nem folytonos (szakadd) fiiggvény
transzformaltja nem ad ,szép” eredményt.
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szamokat: visszatranszformalunk. Altalanosabban:

az értékkészletet intervallumokra osztjuk, és az egy intervallumba
esG értékek helyébe ugyanazt a szdmot irjuk (kvantalas).

(A JPEG2000 szabvany ehelyett mar wavelet felbontast hasznal.)

Probléma: a Gibbs-jelenség. Nem folytonos (szakadd) fiiggvény
transzformaltja nem ad ,szép” eredményt.

A képet 8 x 8-as blokkokra vagjuk, ezeken beliil mar ,sima”.
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A tomorités elve

A jelet Fouier-transzformaljuk; kinullazzuk a kis abszolat értékii
szamokat: visszatranszformalunk. Altalanosabban:

az értékkészletet intervallumokra osztjuk, és az egy intervallumba
esG értékek helyébe ugyanazt a szdmot irjuk (kvantalas).

(A JPEG2000 szabvany ehelyett mar wavelet felbontast hasznal.)

Probléma: a Gibbs-jelenség. Nem folytonos (szakadd) fiiggvény
transzformaltja nem ad ,szép” eredményt.

A képet 8 x 8-as blokkokra vagjuk, ezeken beliil mar ,sima”.
Mivel Z, -ban mod n szamolunk, az is ,szakadas”,
ha a blokk két szemkdzti szélén nagy a kontraszt eltérése.
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JPEG tomorités

A tomorités elve

A jelet Fouier-transzformaljuk; kinullazzuk a kis abszolat értékii
szamokat: visszatranszformalunk. Altalanosabban:

az értékkészletet intervallumokra osztjuk, és az egy intervallumba
esG értékek helyébe ugyanazt a szdmot irjuk (kvantalas).

(A JPEG2000 szabvany ehelyett mar wavelet felbontast hasznal.)

Probléma: a Gibbs-jelenség. Nem folytonos (szakadd) fiiggvény
transzformaltja nem ad ,szép” eredményt.

A képet 8 x 8-as blokkokra vagjuk, ezeken beliil mar ,sima”.
Mivel Z, -ban mod n szamolunk, az is ,szakadas”,
ha a blokk két szemkdzti szélén nagy a kontraszt eltérése.

Megoldas: Diszkrét Fourier-transzformacié helyett
diszkrét koszinusz transzformacié.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.




Tovabbi alkalmazasok Lin. és absztrakt algebra 18.* eléadas
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Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.

Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

v

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.

Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).
v

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.
Ez a sorozat mar szimmetrikus a O-ra:
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.

Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4y_; minden j-re.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.
Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4y_; minden j-re.
Ha F(z) = Z, akkor Z inverz transzforméltja (....z,1,...).
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Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.
Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4y_; minden j-re.
Ha F(z) = Z, akkor Z inverz transzforméltja (....z,1,...).
Mivel z; valés, ezért Zg 1 =252 fenti szimmetria miatt.
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.
Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4y_; minden j-re.
Ha F(z) = Z, akkor Z inverz transzforméltja (....z,1,...).
Mivel z; valés, ezért Zg 1 =252 fenti szimmetria miatt.

Vagyis Z=1,
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
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Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4y_; minden j-re.
Ha F(z) = Z, akkor Z inverz transzforméltja (....z,1,...).
Mivel z; valés, ezért Zg 1 =252 fenti szimmetria miatt.
Vagyis 7 — 7, mas széval a transzformalt is valés szamsorozat.
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Vagyis 7 — 7, mas széval a transzformalt is valés szamsorozat.

Most G = Z; ;
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Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.

Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).
v

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.
Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4y_; minden j-re.
Ha F(z) = Z, akkor Z inverz transzforméltja (....z,1,...).
Mivel z; valés, ezért Zg 1 =252 fenti szimmetria miatt.

Vagyis Z = Z, mas széval a transzformalt is val6s szamsorozat.

Most G = Zf{n; ha ¢ = e27//(4n) &g xk(j) = ek akkor zx = zap_k
miatt
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Diszkrét koszinusz transzformacié

Az x jel mogé irjuk ugyanazokat a szamokat forditott sorrendben.
A kapott y mar szimmetrikus: y; = y», 1 ;.
Ez megsziinteti a ,szakadast” a szélek kozott (edge discontinuity).

Ezt a transzformaciét technikailag a kovetkezéképpen kezeljiik.
Irjunk nulldkat a jelek kozé, nullaval kezdve, igy egy 4n hosszi
z sorozatot kapunk. Példa: abc — abccba — 0a0b0c0b0n0a.
Ez a sorozat mar szimmetrikus a 0-ra: z; = z4y_; minden j-re.
Ha F(z) = Z, akkor Z inverz transzforméltja (....z,1,...).
Mivel z; valés, ezért Zg 1 =252 fenti szimmetria miatt.
Vagyis 7 — 7, mas széval a transzformalt is valés szamsorozat.

Most G = Zj{n, ha ¢ = e27//(4n) &g Xk(j) = &k, akkor zy = zap_x

miatt Z,, = 24"01 xk(f)zj = 22 0 ZJ cos (27]k/(4n)) =
:QZ”m;loxmcos(“k(m+(1/2))/ ).
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A DCT inverze

Irjunk v helyett k-t:
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Zion = —Zk.
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.
Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 2y, = 2, = —Znyon,
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-b6l R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacié (DCT).
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-b6l R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacié (DCT). Inverze

xj = (1/n)[Zo/2 + 2721 Zk cos (mk(j + (1/2))/n)].
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-b6l R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacié (DCT). Inverze

xj = (1/n)[Zo/2 + 2721 Zk cos (mk(j + (1/2))/n)].

Bizonyitas: x; = 21 kiszémitasahoz a z, = (1/n) > - x(g)Z,

képletet hasznaljuk:
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-b6l R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacié (DCT). Inverze

xj = (1/n)[Zo/2 + 2721 Zk cos (mk(j + (1/2))/n)].

Bizonyitas: x; = 21 kiszémitasahoz a z, = (1/n) > - x(g)Z,
képletet hasznéljuk: z,, = (1/(4n)) Sanrtemez,.
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-b6l R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacié (DCT). Inverze

xj = (1/n)[Zo/2 + 2721 Zk cos (mk(j + (1/2))/n)].

Bizonyitas: x; = 21 kiszémitasahoz a z, = (1/n) > - x(g)Z,
képletet hasznéljuk: z,, = (1/(4n)) Zi’;}l k7. Ha 1l < k < n,
akkor 7 egyiitthatgja ek + em(4n—k) _ mlkt2n) _ om(4n—(k+2n)) —
=emk 4 gmmk _ g2nm(gmk 4 e=mk) — 4 cos (rmk/(2n)) paratlan
m-re,
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-b6l R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacio (DCT). Inverze

= (1/n)[Z0/2 + 32721 Zk cos (mk(j + (1/2))/n)]-

Bizonyitas: x; = 21 kiszémitasahoz a z, = (1/n) > - x(g)Z,
képletet hasznéljuk: z,, = (1/(4n)) Zi’;}l k7. Ha 1l < k < n,
akkor 7 egyiitthatgja ek + em(4n—k) _ mlkt2n) _ om(4n—(k+2n)) —
=emk 4 gmmk _ g2nm(cmk 4 e=mk) — 4 cos (rmk/(2n)) paratlan
m-re, mert £2" = —1.
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A DCT inverze

Irjunk v, helyett k-t: 7, =25 " xm cos (mk(m+ (1/2))/n).
Mivel cos(a + ) = — cos(«), ezert Ziyon = —Zk.

Kozvetlen szamolassal (vagy mert x, valés): Z4, , = Zk.
Ezért 24, , = Z, = —Zy10p, ahonnan Z, = Z3, = 0.

igy Z = (Zo,...,Z, 1) meghatérozza a tobbi Z-t.

Példa: a, b, c,0,—c,—b,—a,—b, —c,0,c,b (ha n= 3).

Az x — Z linearis transzformacié R"-b6l R"-be a
diszkrét koszinusz transzformacio (DCT). Inverze

= (1/n)[Z0/2 + 32721 Zk cos (mk(j + (1/2))/n)]-

Bizonyitas: x; = 21 kiszémitasahoz a z, = (1/n) > - x(g)Z,
képletet hasznéljuk: z,, = (1/(4n)) Zi’;}l k7. Ha 1l < k < n,
akkor 7 egyiitthatgja ek + em(4n—k) _ mlkt2n) _ om(4n—(k+2n)) —
=emk 4 gmmk _ g2nm(cmk 4 e=mk) — 4 cos (rmk/(2n)) paratlan
m-re, mert 2" = —1. A Z; egyiitthatéja ¢™0 — £727 = 2, O]
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e DCT a 8 x 8-as blokkokon.
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Ha X7 = S*xT diszkrét Fourier-transzformacié, akkor
Xy az S megfelel§ oszlopaval vett skalaris szorzata x-nek.
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tulajdonsagi) vektorrendszert keretnek (frame) neveziink.
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Xy az S megfelel§ oszlopaval vett skalaris szorzata x-nek.
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ami generatorrendszer, de nem bazis. Egy-egy ilyen (megfeleld
tulajdonsagi) vektorrendszert keretnek (frame) neveziink.

Példa
Vegyiik a harom harmadik egységgyokot a valés sikon.
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Vegyiik a harom harmadik egységgyokdt a valés sikon. Ekkor
(x1, x2) transzformaltja (1/2)(2x1, —x2 +v/3x2, —x2 — v/3x2).
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Redundans koordinatazas

Ha X7 = S*xT diszkrét Fourier-transzformacié, akkor

Xy az S megfelel§ oszlopaval vett skalaris szorzata x-nek.

Az S oszlopai helyett valasszunk olyan vektorrendszert,

ami generatorrendszer, de nem bazis. Egy-egy ilyen (megfeleld
tulajdonsagi) vektorrendszert keretnek (frame) neveziink.

Példa
Vegyiik a harom harmadik egységgyokdt a valés sikon. Ekkor
(x1, x2) transzformaltja (1/2)(2x1, —x2 +v/3x2, —x2 — v/3x2).

e Ez egyfajta hibajavit6 kédolas.
@ Tobb informaciét kaphatunk az eredeti jelrél.

Irodalom: short-time (windowed) Fourier-transform, Gabor-frame.
(Gabor Dénes).
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Ekkor G palyai jé tulajdonsagi kereteket adnak. |

Az iménti példa a k - 120°-o0s forgatasok csoportjabél szarmazik.
Legyen T : (xo,x1,...,%Xqg-1) = (Xg_1,%0,---,Xqg_2) (idGeltolas).



Keretek és csoportok Lin. és absztrakt algebra 18.* eléadas 36 / 36

Matrixcsoportok

Legyen G véges, unitér matrixokbdl all6 részcsoport GL(d, C)-ben.
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(Ez kapcsolédik a csoportalgebra matrixgy(riikre bontasahoz.)

Ekkor G palyai jé tulajdonsagi kereteket adnak. J

Az iménti példa a k - 120°-o0s forgatasok csoportjabél szarmazik.
Legyen T : (x0,X1,...,Xd—1) V> (Xd—1, X0, - - -, Xqg—2) (idGeltolas).
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Az iménti példa a k - 120°-o0s forgatasok csoportjabél szarmazik.
Legyen T : (XO Xlyouns s Xd— 1) — (Xd 1, X055 y Xd— 2) (id6e|to|és).
Ha F(x) = X és F(y) =Y, akkor (Yo, Yi,.... Y4_1) =

= (Xq_1, X0, - - - , Xd— ») esetén legyen W (x) =y (faziseltolas).
HF: llyenkor y; = &/x;, ahol ¢ = cos(27/d) + /5|n(27r/d).
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Legyen G véges, unitér matrixokbdl all6 részcsoport GL(d, C)-ben.
Ez matrixszorzassal hat C? vektorain. A hatas irreducibilis,

ha G elemeinek nincs kdzds, nemtrivialis invarians altere.

Masképp: G minden pélyaja generatorrendszer C?-ben (kivéve {0}).
(Ez kapcsolédik a csoportalgebra matrixgy(riikre bontasahoz.)

Ekkor G palyai jé tulajdonsagi kereteket adnak. J

Az iménti példa a k - 120°-o0s forgatasok csoportjabél szarmazik.
Legyen T : (x0,X1,...,Xd—1) V> (Xd—1, X0, - - -, Xqg—2) (idGeltolas).

HF: llyenkor y; = &/x;, ahol & = cos(27/d) + isin(27/d).

A T és W altal generalt G részcsoport irreducibilis C7-n,

T és W rendje d, tovabba T—'WT = cW és G rendje d°.
A Gabor-keret ennek a skalarmatrixok normalosztéja szerinti
faktorabdl szarmaztathaté.
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