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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gyiiri euklideszi,
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értéki o fliiggvény
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R,
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b #0
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r,
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a=bg+r, ésr=20
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, és r = 0 vagy ¢(r) < p(b).
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, & r = 0 vagy (r) < ¢(b).

Példak
7 euklideszi:
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, & r = 0 vagy (r) < ¢(b).

Példak
7 euklideszi: (k) = |k|.
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, & r = 0 vagy (r) < ¢(b).

Példak

7 euklideszi: (k) = |k|.
T[x] euklideszi, ha T test:
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, és r = 0 vagy ¢(r) < p(b).

Példak

7 euklideszi: (k) = |k|.
T[x] euklideszi, ha T test: o(f) = gr(f).
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, és r = 0 vagy ¢(r) < p(b).

Példak

7 euklideszi: (k) = |k|.

T[x] euklideszi, ha T test: o(f) = gr(f).
Gauss-egészek: a -+ bi alakd szamok, ahol a, b € Z.
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Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, és r = 0 vagy ¢(r) < p(b).

Példak

7 euklideszi: (k) = |k|.

T[x] euklideszi, ha T test: o(f) = gr(f).
Gauss-egészek: a -+ bi alakd szamok, ahol a, b € Z.
Ez is euklideszi gyiirti: ©(a + bi) = a° + b




Féidealgyiiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* el8adas 2/ 36

Euklideszi gyiirG (lasd Algebra és szamelmélet, 22. dia)

5.5.1. Definicié |

Euklideszi gyiir(i: ,elvégezhetd benne a maradékos osztas.”
Az R szokasos (kommutativ, egységelemes, nullosztémentes)
gytri euklideszi, ha R nem nulla elemein értelmezve van egy
nemnegativ egész értékii o fiiggvény agy, hogy

minden a,b € R, b # 0 esetén létezik olyan ¢, r € R,

hogy a = bg + r, és r = 0 vagy ¢(r) < p(b).

Példak

7 euklideszi: (k) = |k|.

T[x] euklideszi, ha T test: o(f) = gr(f).

Gauss-egészek: a -+ bi alakd szamok, ahol a, b € Z.

Ez is euklideszi gyiirti: ©(a + bi) = a° + b

Bizonyitas: Freud Rébert és Gyarmati Edit szamelmélet kdnyve.
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

5.5.3. Tétel J
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla ideal R-ben,
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki
nem nulla eleme.
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas
Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki
nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas
Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).
Nyilvan (g) C /,
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki
nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki
nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < ¢(g) vagy r = 0.
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki
nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.
Der=f—gqgel,
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki
nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.
De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel
Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.
De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre és a kivonasra.
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.
De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre és a kivonasra.
Mivel ¢(g) minimalis volt,




Féidealgyiiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* el8adas 3 /36

Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.
De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre és a kivonasra.
Mivel ¢(g) minimalis volt, igy r csak nulla lehet.
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.
De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre és a kivonasra.

Mivel ¢(g) minimalis volt, igy r csak nulla lehet.
Tehat f € (g),
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.

De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre és a kivonasra.
Mivel ¢(g) minimalis volt, igy r csak nulla lehet.

Tehat f € (g), azaz | C (g). O
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.
De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre és a kivonasra.
Mivel ¢(g) minimalis volt, igy r csak nulla lehet.

Tehat f € (g), azaz | C (g).

Féidealgyiird: szokasos gyiird, melynek minden idealja féideal.

3/36
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Euklideszi gytiri féidealgyiri

5.5.3. Tétel

Minden euklideszi gy(ir(i minden ideélja féideal.

Bizonyitas

Legyen / nem nulla idedl R-ben, és g a legkisebb ¢-értéki

nem nulla eleme. Belatjuk, hogy / = (g).

Nyilvan (g) C /, hiszen | tartalmazza g tébbszoroseit.

Legyen f € [, ekkor f = gq + r, ahol p(r) < p(g) vagy r = 0.

De r =f —gqg € I, mert | zart a tobbszorozésre és a kivonasra.
Mivel ¢(g) minimalis volt, igy r csak nulla lehet.

Tehat f € (g), azaz | C (g). O

Féidealgyiird: szokasos gyiird, melynek minden idealja féideal.
Ezekben érvényes a szamelmélet alaptétele.
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gydirii:
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gy(rii: kommutativ,
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gy(ri: kommutativ, nullosztémentes,
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gylirii: kommutativ, nullosztémentes, egységelemes.




Idealok és szamelmélet Lin. és absztrakt algebra 17.* el8adas 4/ 36

Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gylirii: kommutativ, nullosztémentes, egységelemes.
r osztéja s-nek, ha van olyan t a gy(riiben, hogy s = tr.
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gylirii: kommutativ, nullosztémentes, egységelemes.
r osztéja s-nek, ha van olyan t a gy(riiben, hogy s = tr.
Egység: mindent oszt.
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gylirii: kommutativ, nullosztémentes, egységelemes.
r osztéja s-nek, ha van olyan t a gy(riiben, hogy s = tr.
Egység: mindent oszt. Legyen r € R nem nulla, nem egység.
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gylirii: kommutativ, nullosztémentes, egységelemes.
r osztéja s-nek, ha van olyan t a gy(riiben, hogy s = tr.
Egység: mindent oszt. Legyen r € R nem nulla, nem egység.
Trivialis felbontas: r = ab, ha valamelyik tényezé egység.
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gylirii: kommutativ, nullosztémentes, egységelemes.
r osztéja s-nek, ha van olyan t a gy(riiben, hogy s = tr.
Egység: mindent oszt. Legyen r € R nem nulla, nem egység.
Trivialis felbontas: r = ab, ha valamelyik tényezé egység.
r felbonthatatlan: nincs nemtrivialis felbontasa szorzatra
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Szamelméleti alapfogalmak (ismétlés)

Ismétlés (3.1. Szakasz)

Szokasos gylirii: kommutativ, nullosztémentes, egységelemes.
r osztéja s-nek, ha van olyan t a gy(riiben, hogy s = tr.
Egység: mindent oszt. Legyen r € R nem nulla, nem egység.
Trivialis felbontas: r = ab, ha valamelyik tényezé egység.
r felbonthatatlan: nincs nemtrivialis felbontasa szorzatra
(azaz minden felbontasaban valamelyik tényez egység).
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r prim: ha r | ab, akkor r | a vagy r | b.
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Az alapfogalmak Gsszefiiggései

3.1.27. Gyakorlat

Ha barmely két elemnek van kitiintetett kdzos osztéja,
akkor minden felbonthatatlan elem prim.
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Az alapfogalmak Gsszefiiggései

3.1.27. Gyakorlat

Ha barmely két elemnek van kitiintetett kdzos osztéja,
akkor minden felbonthatatlan elem prim.

3.1.28. Gyakorlat

Ha minden felbonthatatlan elem prim, akkor igaz
az alaptétel egyértelmiségi allitasa.
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Az alapfogalmak Gsszefiiggései

3.1.27. Gyakorlat

Ha barmely két elemnek van kitiintetett kdzos osztéja,
akkor minden felbonthatatlan elem prim.

3.1.28. Gyakorlat

Ha minden felbonthatatlan elem prim, akkor igaz
az alaptétel egyértelmiségi allitasa.

3.1.22. és 3.1.26. Gyakorlatok
Alaptételes gyiriiben
(1) barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja;

(2) minden felbonthatatlan elem prim.
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|dealok és oszthatdsag

5.1.10. Definicié: (r) az r sszes tobbszordsébdl all:
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5.1.10. Definicié: (r) az r dsszes tobbszorosébdl all: féideal.
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|dealok és oszthatdsag

5.1.10. Definicié: (r) az r dsszes tobbszorosébdl all: féideal.

5.5.4. Lemma
r|s <= (r)2(s). DJ
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Legyen R szokasos gyiir(i és a, b € R.
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)

Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes. J
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas
Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
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Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért f&idealgyliriiben
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barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.
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Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.
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barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.
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Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
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A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = Z[x] alaptételes gyiird,
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Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, 42,
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.



Idealok és szamelmélet Lin. és absztrakt algebra 17.* el8adas 7/ 36

Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.
(2, x) azokbdl a polinomokbdl all, melyek konstans tagja paros.
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.

(2, x) azokbdl a polinomokbdl all, melyek konstans tagja paros.
Az 1 nem ilyen,
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.

(2, x) azokbdl a polinomokbdl all, melyek konstans tagja paros.
Az 1 nem ilyen, tehat (2, x) # (1),
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.

(2, x) azokbdl a polinomokbdl all, melyek konstans tagja paros.
Az 1 nem ilyen, tehat (2, x) # (1), ezért (2, x) nem f&ideal.



Idealok és szamelmélet Lin. és absztrakt algebra 17.* el8adas 7/ 36

Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.

(2, x) azokbdl a polinomokbdl all, melyek konstans tagja paros.
Az 1 nem ilyen, tehat (2, x) # (1), ezért (2, x) nem féideal. Tehat
Z|x] nem féidealgyiird,
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.

(2, x) azokbdl a polinomokbdl all, melyek konstans tagja paros.
Az 1 nem ilyen, tehat (2, x) # (1), ezért (2, x) nem féideal. Tehat
Z|x] nem féidealgyfir, és igy nem is euklideszi,
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Euklideszi és féidealgy(iri alaptételes

Tétel (5.5.9. Kovetkezmény)
Minden féidealgyiiri (igy minden euklideszi gy(ir(i) alaptételes.

Bizonyitas

Ha (a, b) = (d), akkor d az a és b kitiintetett kdzds osztdja.
Ezért fGidealgyiiriiben (és igy euklideszi gyiiriiben)

barmely két elemnek van kitiintetett kdzds osztdja.

Igy érvényes az alaptétel egyértelmiiségi allitasa.

A felbontas létezését nem bizonyitjuk.

R = 7Z|x| alaptételes gyiirt, 2 és x kitlintetett kdzos osztdja 1,
hiszen 2 oszt6i csak +1, +2, és 2 { x.

(2, x) azokbdl a polinomokbdl all, melyek konstans tagja paros.
Az 1 nem ilyen, tehat (2, x) # (1), ezért (2, x) nem féideal. Tehat
Z|x] nem féidealgyfird, és igy nem is euklideszi, noha alaptételes.
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat
Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).
A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).
A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.
A 3 felbonthatatlan, de nem prim.
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).
A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.
A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).
A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.
A 3 felbonthatatlan, de nem prim.
Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:

9=3-3
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).
A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.
A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:

9=3-3=(2+iV5)(2-iVh),
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).

A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.

A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2-iV5),

itt 3 is, 2 + i\/5 is felbonthatatlan,
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).

A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.

A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2-iV5),

itt 3 is, 2 4 i\/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese

2 + jv/5-nek,
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).

A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.

A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2-iV5),

itt 3 is, 2 4 i\/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese

2 + jv/5-nek, igy ez a 9-nek két, lényegesen kiilonb6z6 felbontasa.
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl 4ll6 gyiirii (a, b € 7).

A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.

A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2-iV5),

itt 3 is, 2 4 i\/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese

2 + jv/5-nek, igy ez a 9-nek két, lényegesen kiilonb6z6 felbontasa.

Ezért ez a gyiirli nem alaptételes.
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl all6 gyiirii (a, b € 7).

A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.

A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2-iVh),

itt 3 is, 2 4 i\/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese

2 + jv/5-nek, igy ez a 9-nek két, lényegesen kiilonb6z6 felbontasa.

Ezért ez a gyiirli nem alaptételes.

Az ilyen gyfiriik is hasznosak szamelméleti problémak
megoldasahoz.
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl all6 gyiirii (a, b € 7).

A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.

A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2-iVh),

itt 3 is, 2 4 i\/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese

2 + jv/5-nek, igy ez a 9-nek két, lényegesen kiilonb6z6 felbontasa.

Ezért ez a gyiirli nem alaptételes.

Az ilyen gyfiriik is hasznosak szamelméleti problémak
megoldasahoz. A kitt az, hogy a (9,3(2 + i\/5)) ideal veszi at
a hianyzé kitiintetett kdzds oszté szerepét.
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Példa nem alaptételes gydirtire

3.1.34. Feladat

Legyen R az a + bi\/5 alaka szamokbdl all6 gyiirii (a, b € 7).

A 9-nek és a 3(2 + iv/5)-nek nincs kitiintetett kdzs osztdja.

A 3 felbonthatatlan, de nem prim.

Az alaptétel egyértelmiiségi allitasa nem igaz:
9=3-3=(2+iV5)(2-iVh),

itt 3 is, 2 4 i\/5 is felbonthatatlan, de 3 nem egységszerese

2 + jv/5-nek, igy ez a 9-nek két, lényegesen kiilonb6z6 felbontasa.

Ezért ez a gyiirli nem alaptételes.

Az ilyen gyfiriik is hasznosak szamelméleti problémak
megoldasahoz. A kitt az, hogy a (9,3(2 + i\/5)) ideal veszi at
a hianyzé kitiintetett kdzds osztd szerepét.

Ez a témakdr az algebrai szamelmélet.
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:
(r1,51)+(r2,82)=(r1 + r2,51 + %2)
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:
(n,s1)+(r2,82)=(r + 2,51+ %2) & (r,s1)(rn, $2)=(rr, s1%).
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(n,s1)+(r,s2)=(n+ rn,s1 + ) és (r,s1)(r,s2)=(nr,sis).

HF: Ez tényleg gyiird.
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(n,s1)+(r2,s2)=(n+ r,s1 + s2) és (ri,s1)(r2, s2)=(rre, s15)-

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(ri,s1)+(r2,82)=(n + r2,s1 + 52) és (r1,51)(r2, 52) =(rr2, 51%2).

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A bels§ jellemzés mint csoportokra
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(ri,s1)+(r2,82)=(n + r2,s1 + 52) és (r1,51)(r2, 52) =(rr2, 51%2).

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A belsé jellemzés mint csoportokra (normaéloszté helyett ideal):
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(n,s1)+(r2,s2)=(n+ r,s1 + s2) és (ri,s1)(r2, s2)=(rre, s15)-

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A belsé jellemzés mint csoportokra (normaéloszté helyett ideal):

5.1.18. Allitas
Ha /| és J idealok az R gyfir(ben,
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(n,s1)+(r2,s2)=(n+ r,s1 + s2) és (ri,s1)(r2, s2)=(rre, s15)-

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A belsé jellemzés mint csoportokra (normaéloszté helyett ideal):

5.1.18. Allitas

Ha /| és J idealok az R gyfir(ben,
a csoportelméleti / + J komplexusdsszeg az egész R,
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(n,s1)+(r2,s2)=(n+ r,s1 + s2) és (ri,s1)(r2, s2)=(rre, s15)-

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A belsé jellemzés mint csoportokra (normaéloszté helyett ideal):

5.1.18. Allitas

Ha /| és J idealok az R gyfir(ben,
a csoportelméleti / + J komplexusdsszeg az egész R,
tovabba /N J =0,
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Direkt szorzat

5.1.17. Definicié

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,
ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(n,s1)+(r2,s2)=(n+ r,s1 + s2) és (ri,s1)(r2, s2)=(rre, s15)-

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A belsé jellemzés mint csoportokra (normaéloszté helyett ideal):

5.1.18. Allitas

Ha / és J idealok az R gyiiriiben,
a csoportelméleti / + J komplexusdsszeg az egész R,
tovabba /N J = 0, akkor R= [ x J.
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Direkt szorzat

5.1.17. Definici6

Az R és S gyiiriik direkt szorzatdnak alaphalmaza R x S,

ahol a miiveleteket komponensenként végezziik:

(r1,51)+(r2, 52):(1’1 + .S + 52) és (r1,51)(r2,52):(r1r2./5152).

HF: Ez tényleg gyiird.
Hasonlé a definicié ketténél tobb tényezd esetében is.
A belsé jellemzés mint csoportokra (normaéloszté helyett ideal):

5.1.18. Allitas

Ha / és J idealok az R gyiiriiben,
a csoportelméleti / + J komplexusdsszeg az egész R,
tovabba /N J = 0, akkor R= [ x J.

A bizonyitas otlete: Ha /INJ =0, ac [, b € J, akkor ab = 0.
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Véges nullosztémentes gy(irii test

Minden véges, nullosztémentes gylir( test.

5.3.5. Tétel J
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Véges nullosztémentes gy(irii test

5.3.5. Tétel

Minden véges, nullosztémentes gylir( test. J

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB)
Minden véges ferdetest kommutativ. J




Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 10 / 36

Véges nullosztémentes gy(irii test

5.3.5. Tétel

Minden véges, nullosztémentes gylir( test. {

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB)

Minden véges ferdetest kommutativ. {

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.
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Véges nullosztémentes gy(irii test

5.3.5. Tétel

Minden véges, nullosztémentes gylir( test. {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.
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Véges nullosztémentes gy(irii test

5.3.5. Tétel

Minden véges, nullosztémentes gylir( test. {

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
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Véges nullosztémentes gy(irii test

Minden véges, nullosztémentes gylir( test.

5.3.5. Tétel {

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
ha ac = bc
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Véges nullosztémentes gy(irii test

Minden véges, nullosztémentes gylir( test.

5.3.5. Tétel {

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
ha ac = bc de c £ 0,
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Véges nullosztémentes gy(irii test

Minden véges, nullosztémentes gylir( test.

5.3.5. Tétel {

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
ha ac = bc de ¢ # 0, akkor a = b.
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Véges nullosztémentes gy(irii test

Minden véges, nullosztémentes gylir( test.

5.3.5. Tétel {

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
ha ac = bc (vagy ca = cb), de ¢ # 0, akkor a = b.




Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 10 / 36

Véges nullosztémentes gy(irii test

Minden véges, nullosztémentes gylir( test.

5.3.5. Tétel {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
ha ac = bc (vagy ca = cb), de ¢ # 0, akkor a = b.

Bizonyitas: Ha ac = bc, akkor (a — b)c = 0.
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Véges nullosztémentes gy(irii test

Minden véges, nullosztémentes gylir( test.

5.3.5. Tétel {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
ha ac = bc (vagy ca = cb), de ¢ # 0, akkor a = b.

Bizonyitas: Ha ac = bc, akkor (a — b)c = 0. Mivel ¢ # 0,
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Véges nullosztémentes gy(irii test

5.3.5. Tétel
Minden véges, nullosztémentes gylir( test. {

Wedderburn tétele (6.7.13. Tétel, NB) {

Minden véges ferdetest kommutativ.

Nehéz tétel, a nagyon szép bizonyitas benne van a jegyzetben.

Igy elég belatni, hogy véges nullosztémentes gyiirii ferdetest.

Emlékeztets (2.2.8. Gyakorlat)

Nullosztdmentes gyiiriiben érvényes az egyszerlisitési szabaly:
ha ac = bc (vagy ca = cb), de ¢ # 0, akkor a = b.

Bizonyitas: Ha ac = bc, akkor (a — b)c = 0. Mivel ¢ # 0,
a nullosztémentesség miatt a — b = 0. Ol
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r,
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr,
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztémentes gyfirii test)
Legyen R = {ri,...,r,} és 0 #r.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztémentes gyfirii test)

Legyen R = {r,..., rn} és 0 £ r. Ekkor rir, ... rr

a nullosztémentesség miatt csupa kiilonbozs elem.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztémentes gyfirii test) |

Legyen R = {r,..., rn} és 0 £ r. Ekkor rir, ... rr

a nullosztémentesség miatt csupa kiilonbozs elem.
Mivel R véges, minden elemét megkapjuk.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztémentes gyfirii test) |

Legyen R = {r,..., rn} és 0 £ r. Ekkor rir, ... rr

a nullosztémentesség miatt csupa kiilonbozs elem.
Mivel R véges, minden elemét megkapjuk.
Specidlisan r = rjr esetén a Lemma miatt e = r; egységelem.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztémentes gyfirii test)

Legyen R = {r,..., rn} és 0 £ r. Ekkor rir, ... rr

a nullosztémentesség miatt csupa kiilonbozs elem.

Mivel R véges, minden elemét megkapjuk.

Specidlisan r = rjr esetén a Lemma miatt e = r; egységelem.
Tovébbéa e = rjr esetén r-nek balinverze r;.

11 / 36
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztémentes gyfirii test) |

Legyen R = {ri,...,r,} és 0 # r. Ekkor rir,... ryr

a nullosztémentesség miatt csupa kiilonbozs elem.

Mivel R véges, minden elemét megkapjuk.

Specidlisan r = rjr esetén a Lemma miatt e = r; egységelem.
Tovébba e = rjr esetén r-nek balinverze r;. Ugyanigy van
jobbinverze is.
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Véges nullosztémentes gyliriik (bizonyitas)

5.3.4. Lemma

Ha R nullosztémentes, e € R, és van olyan 0 # r € R,
melyre er = r, akkor e egységelem.

Bizonyitas: Minden t-re ter = tr, az r-rel egyszeriisitve te = t.
Tehat e jobboldali egységelem. Specialisan re = r.
Ugyanezt balrél csinalva kapjuk, hogy e bal egységelem is. O

Bizonyitas (véges nullosztémentes gyfirii test) |

a nullosztémentesség miatt csupa kiilonbozs elem.

Mivel R véges, minden elemét megkapjuk.

Specidlisan r = rjr esetén a Lemma miatt e = r; egységelem.
Tovébba e = rjr esetén r-nek balinverze r;. Ugyanigy van
jobbinverze is. Ezek egyenl6k (Algebral, vagy 2.2.10. Feladat). [

v

Legyen R = {r,..., rn} és 0 £ r. Ekkor rir, ... rr
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Testek idealjai

Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

5.3.2. Allitas J
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas

Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas

Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas

Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas
Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.
HaO#sel, akkor 1 =ss71 e |,
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas

Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas
Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.
Ha 0 # s € /, akkor 1 = ss— L e [, hiszen | ideal.
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas

Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas
Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.

Ha 0 # s € /, akkor 1 = ss— L e [, hiszen | ideal.
Tehat minden r € T-re r = 1r € |[.
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas

Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas
Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.

Ha 0 # s € /, akkor 1 = ss— L e [, hiszen | ideal.
Tehat minden r € T-rer =1r € [. Ezért | = T. O
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas

Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas
Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.

Ha 0 # s € /, akkor 1 = ss— L e [, hiszen | ideal.
Tehat minden r € T-rer =1r € [. Ezért | = T.

]

HF: Ferdetestnek minden balidealja és jobbidealja trivialis.
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas
Egy testnek csak a trivialis idedljai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas

Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.
Ha 0 # s € /, akkor 1 = ss— L e [, hiszen | ideal.

Tehat minden r € T-rer =1r € [. Ezért | = T.

]

HF: Ferdetestnek minden balidealja és jobbidealja trivialis.

5.3.1. Definici6
Az R egyszerii gy(iri, ha pontosan két ideélja van: 0 és R.
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas
Egy testnek csak a trivialis idealjai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas
Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.

Ha 0 # s € /, akkor 1 = ss— L e [, hiszen | ideal.
Tehat minden r € T-rer =1r € [. Ezért | = T.

]

HF: Ferdetestnek minden balidealja és jobbidealja trivialis.

5.3.1. Definicié

Az R egyszerii gy(iri, ha pontosan két ideélja van: 0 és R.

Fépélda (5.3.3): (Ferde)test folotti teljes matrixgyiiri egyszerdi.
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Testek idealjai

5.3.2. Allitas

Egy testnek csak a trivialis idealjai vannak: {0} és 6nmaga.

Bizonyitas |
Legyen T test és / idealja T-nek, amely nem csak a nullabol all.

Ha 0 # s € /, akkor 1 = ss— 1 e [, hiszen | ideal.
Tehat minden r € T-rer =1r € [. Ezért | = T.

]

HF: Ferdetestnek minden balidealja és jobbidealja trivialis.

5.3.1. Definicié

Az R egyszerii gy(iri, ha pontosan két ideélja van: 0 és R.

Fépélda (5.3.3): (Ferde)test folotti teljes matrixgyiiri egyszerdi.
8.7.10, 8.7.12: A teljes matrixgy(ir( balidealjainak leirasa.
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Minden kommutativ,

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény) J
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Minden kommutativ, egységelemes,

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény) J
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Minden kommutativ, egységelemes, egyszeri gyiirii

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény) J
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény) J
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s)
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0),
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas
Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), ésigy (s) = R.
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), ésigy (s) = R.
Ezért 1 € (s),
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), ésigy (s) = R.
Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), ésigy (s) = R.
Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehat az s elem invertalhato,
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), ésigy (s) = R.
Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehat az s elem invertalhatd, és igy R test. Ol
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas

Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), ésigy (s) = R.
Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehat az s elem invertalhatd, és igy R test. Ol

Altalanositas (5.3.8. Tétel, NB)

Legyen R gyiird, amelynek csak a két trividlis balidealja van.
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas |
Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gy(irii és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), ésigy (s) = R.

Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehat az s elem invertalhatd, és igy R test. Ol

Altalanositas (5.3.8. Tétel, NB) |

Legyen R gyiird, amelynek csak a két trividlis balidealja van.
Ekkor R vagy ferdetest,
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Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas |
Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gylirli és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), és igy (s) = R.

Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehat az s elem invertalhatd, és igy R test. my

Altalanositas (5.3.8. Tétel, NB) |

Legyen R gyiird, amelynek csak a két trividlis balidealja van.
Ekkor R vagy ferdetest, vagy olyan primelemi gyird,



Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 13 / 36

Kommutativ egyszer(i gy(riik

Tétel (5.3.9. Kovetkezmény)

Minden kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Bizonyitas |
Ha R kommutativ, egységelemes, egyszerii gylirli és 0 # s € R,
akkor s = 1s € (s) miatt az (s) ideal nem (0), és igy (s) = R.

Ezért 1 € (s), vagyis van olyan r € R, hogy sr = 1.

Tehat az s elem invertalhatd, és igy R test. O

Altalanositas (5.3.8. Tétel, NB) |

Legyen R gyiird, amelynek csak a két trividlis balidealja van.
Ekkor R vagy ferdetest, vagy olyan primelemi gyird,
amelyben barmely két elem szorzata nulla.
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)
Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
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Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, nulloszté.
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Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma
Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr =0 és yr =0,
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
Haxr=0ésseR,
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
Ha xr = 0 és s € R, akkor pedig (sx)r
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
Ha xr = 0 és s € R, akkor pedig (sx)r = s(xr)
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
Ha xr = 0 és s € R, akkor pedig (sx)r = s(xr) = s0 = 0. O
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
Ha xr = 0 és s € R, akkor pedig (sx)r = s(xr) = s0 = 0. O

Elnevezés: Ez az r elem bal oldali annullatora.
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|dedlok és nulloszték

Emlékeztets (2.2.27. Definicid)

Ha R gyiird, r,s € R egyik sem nulla, de rs = 0,
akkor r baloldali, s jobboldali nulloszté.

5.3.7. Lemma

Legyen r € R rogzitett. Ekkor {x € R : xr = 0} balideal,
pontatlanul: az ,r-hez tartozé” bal nulloszték balidealt alkotnak.

Bizonyitas
Ha xr = 0 és yr = 0, akkor nyilvan (x £ y)r = 0.
Ha xr = 0 és s € R, akkor pedig (sx)r = s(xr) = s0 = 0. O

Elnevezés: Ez az r elem bal oldali annullatora.

Fontos szerepet jatszik a balidedlmentes gyfiriik leirasaban.



Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 15 / 36

A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és f € T|[x],
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és f  T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test,
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5l5tt.
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A faktorgy(r( mikor test
5.2.9. Allitas: Ha T test és f  T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T folott.
Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas
Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és f  T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T fol6tt.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).
Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és f  T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T fol6tt.
Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).
Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és f  T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T fol6tt.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f)) (h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f),
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és f  T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T fol6tt.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.

Ezért vagy f | g vagy 1 | h.
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).
Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.
Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.
Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f),

lesz a nullelem R-ben.
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.

Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f),

a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.

Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f),

a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + (f) € .
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.

Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f),

a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + (f) € [. Ez ideadl T|[x]-ben,
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.

Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f),

a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + () € [. Ez idedl T|[x]-ben, ezért féidedl: J = (h).
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.

Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f),

a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + () € [. Ez idedl T|[x]-ben, ezért féidedl: J = (h).
Nyilvan () C J,
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A faktorgy(r( mikor test

5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.

Masodik, elegans (szamolasmentes) bizonyitas

Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).

Elég belatni, hogy R egységelemes, nullosztémentes és egyszeri.
Nyilvan 1 + () egységelem.

Ha (g + (f))(h+ (f)) nulla R-ben, akkor gh € (f), azaz f | gh.
Mivel T[x] alaptételes, minden irreducibilis eleme prim.

Ezért vagy f | g vagy f | h. Az els6 esetben g + (f),

a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + () € [. Ez idedl T|[x]-ben, ezért féidedl: J = (h).
Nyilvan (f) C J, ezért h| f.
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a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + () € [. Ez idedl T|[x]-ben, ezért féidedl: J = (h).
Nyilvan (f) C J, ezért h | f. Mivel (f) irreducibilis, vagy h egység,
igy I =R,
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a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + () € [. Ez idedl T|[x]-ben, ezért féidedl: J = (h).
Nyilvan (f) C J, ezért h | f. Mivel (f) irreducibilis, vagy h egység,
igy | = R, vagy az f-nek egységszerese, és | az R nulla ideédlja. [
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5.2.9. Allitas: Ha T test és £ ¢ T|[x], akkor
T[x]/(f) pontosan akkor test, ha f irreducibilis T f5lott.
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Tegyiik fl, hogy f irreducibilis, és legyen T = T[x]/(f).
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a masodikban h -+ () lesz a nullelem R-ben. Igy R nullosztémentes.
Ha /< R, akkor élljon J azokbdl a g € T|[x| polinomokbdl,
melyekre g + () € [. Ez idedl T|[x]-ben, ezért féidedl: J = (h).
Nyilvan (f) C J, ezért h | f. Mivel (f) irreducibilis, vagy h egység,
igy | = R, vagy az f-nek egységszerese, és | az R nulla ideédlja. [
(J az | teljes inverz képe a természetes homomorfizmusnal.)



Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 16 / 36

Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.
Ezért bevezettiik C-t,
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.
Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa
A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.

Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.
A bevezetés egy lehetséges médja a kdvetkezé.
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Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.
Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.

A bevezetés egy lehetséges médja a kdvetkezé.

(1) Tudjuk, hogy R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel,
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa
A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.
Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.
A bevezetés egy lehetséges médja a kdvetkezé.
(1) Tudjuk, hogy R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.



Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 16 / 36

Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.

Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.

A bevezetés egy lehetséges médja a kdvetkezé.

(1) Tudjuk, hogy R[x]|/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.
Igy az a + (x* + 1) alaki mellékosztalyok R-rel izomorf
résztestet alkotnak,
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A bevezetés egy lehetséges médja a kdvetkezé.

(1) Tudjuk, hogy R[x]|/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.
Igy az a + (x* + 1) alaki mellékosztalyok R-rel izomorf
résztestet alkotnak, az i-nek megfelel§ elem x + (x? + 1).
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.

Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.

A bevezetés egy lehetséges médja a kovetkezd.

(1) Tudjuk, hogy R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.
Igy az a + (x* + 1) alaki mellékosztalyok R-rel izomorf
résztestet alkotnak, az i-nek megfelel§ elem x + (x? + 1).

(2) Definialjuk C-t R[x]/(x? + 1)-nek,
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.

Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.

A bevezetés egy lehetséges médja a kovetkezd.

(1) Tudjuk, hogy R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.
Igy az a + (x* + 1) alaki mellékosztalyok R-rel izomorf
résztestet alkotnak, az i-nek megfelel§ elem x + (x? + 1).

(2) Definialjuk C-t R[x]/(x* + 1)-nek, és igazoljuk, hogy test.
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.
Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.
A bevezetés egy lehetséges médja a kdvetkezé.
(1) Tudjuk, hogy R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.
Igy az a + (x* + 1) alaki mellékosztalyok R-rel izomorf
résztestet alkotnak, az i-nek megfelel§ elem x + (x? + 1).
(2) Definialjuk C-t R[x]/(x* + 1)-nek, és igazoljuk, hogy test.
(3) Azonositsuk a € R-et a + (x? + 1)-gyel,
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Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.

Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.

A bevezetés egy lehetséges médja a kovetkezd.

(1) Tudjuk, hogy R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.
Igy az a + (x* + 1) alaki mellékosztalyok R-rel izomorf
résztestet alkotnak, az i-nek megfelel§ elem x + (x? + 1).

(2) Definialjuk C-t R[x]/(x* + 1)-nek, és igazoljuk, hogy test.
(3) Azonositsuk a € R-et a + (x? + 1)-gyel, és mutassuk meg,
hogy ezek az elemek R-rel izomorf résztestet alkotnak.
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résztestet alkotnak, az i-nek megfelel§ elem x + (x? + 1).
(2) Definialjuk C-t R[x]/(x* + 1)-nek, és igazoljuk, hogy test.
(3) Azonositsuk a € R-et a + (x? + 1)-gyel, és mutassuk meg,
hogy ezek az elemek R-rel izomorf résztestet alkotnak.

(4) Definialjuk i-t x + (x? + 1)-nek,
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Polinomok ,nemlétezd” gyokei

Példa

A z? + 1-nek nincs gyoke R-ben, de i-vel kényelmes szamolni.

Ezért bevezettitk C-t, az R egy testbovitését.

A bevezetés egy lehetséges médja a kovetkezd.

(1) Tudjuk, hogy R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel, és
a+ bi-nek az a + bx + (x? + 1) mellékosztély felel meg.
Igy az a + (x* + 1) alaki mellékosztalyok R-rel izomorf
résztestet alkotnak, az i-nek megfelel§ elem x + (x? + 1).

(2) Definialjuk C-t R[x]/(x* + 1)-nek, és igazoljuk, hogy test.

(3) Azonositsuk a € R-et a + (x? + 1)-gyel, és mutassuk meg,
hogy ezek az elemek R-rel izomorf résztestet alkotnak.

(4) Definialjuk i-t x + (x? + 1)-nek, és lassuk be, hogy ez gydke a
2% + 1 polinomnak.
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel
Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas
Legyen L = K|[x]/(s),
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas

Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.




Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 17 / 36

Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas
Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.
A ki k + (s) megfeleltetés nyilvan mivelettarté és injektiv.
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas
Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.
A ki k + (s) megfeleltetés nyilvan mivelettarté és injektiv.

Ezért a k + (s) elemek (k € K) a K-val izomorf résztestet
alkotnak L-ben.
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas

Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.

A ki k + (s) megfeleltetés nyilvan mivelettarté és injektiv.
Ezért a k + (s) elemek (k € K) a K-val izomorf résztestet
alkotnak L-ben. Végezziik el a k = k + (s) azonositast
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas

Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.

A ki k + (s) megfeleltetés nyilvan mivelettarté és injektiv.
Ezért a k + (s) elemek (k € K) a K-val izomorf résztestet
alkotnak L-ben. Végezziik el a k = k + (s) azonositast

(az azonositas preciz részleteit lasd Kiss-jegyzet, 361. oldal).
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas

Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.

A ki k + (s) megfeleltetés nyilvan mivelettarté és injektiv.
Ezért a k + (s) elemek (k € K) a K-val izomorf résztestet
alkotnak L-ben. Végezziik el a k = k + (s) azonositast

(az azonositas preciz részleteit lasd Kiss-jegyzet, 361. oldal).
Legyen oo = x + (s) € L.
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas

Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.

A ki k + (s) megfeleltetés nyilvan mivelettarté és injektiv.
Ezért a k + (s) elemek (k € K) a K-val izomorf résztestet
alkotnak L-ben. Végezziik el a k = k + (s) azonositast

(az azonositas preciz részleteit lasd Kiss-jegyzet, 361. oldal).
Legyen oo = x + (s) € L. Be kell latni, hogy o gySke s-nek.
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Testbgvités konstrukcidja

6.4.3. Tétel

Ha K test, és s egy K folott irreducibilis polinom,
akkor |étezik olyan L test, amelyben K résztest,
és amelyben az s polinomnak mar van gydke.

Bizonyitas

Legyen L = K|[x]/(s), ez test, mert s irreducibilis.

A ki k + (s) megfeleltetés nyilvan mivelettarté és injektiv.
Ezért a k + (s) elemek (k € K) a K-val izomorf résztestet
alkotnak L-ben. Végezziik el a k = k + (s) azonositast

(az azonositas preciz részleteit lasd Kiss-jegyzet, 361. oldal).
Legyen oo = x + (s) € L. Be kell latni, hogy o gySke s-nek.
Ezzel a bizonyitast be is fejezziik majd.
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)
Legyen s(z) = ko + kiz+ ... + koz" € K|[Zz].
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et
L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et
L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.
Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et
L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.
Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.
Igy a = x + (s) miatt
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et
L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.
Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.
Igy a = x + (s) miatt s(a) =




Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 18 / 36

Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et

L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.

Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.

Igy a = x + (s) miatt s(a) =

= (ko +(5)) + (k1 + () (x +(5)) + ...+ (kn + (5)) (x + (5))" =
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Bizonyitas (folytatas)
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= (ko +(5)) + (k1 + () (x +(5)) + .- + (kn +(S))(X+(S))”:
=ko+ kix+ ...+ kox"+(s) =s+ =

(5)
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A Zs[x]/(x* + x + 1) négyelemii testben £ = 1 + (x* + x + 1),
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Gyok a bdvitésben
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A Zs[x]/(x* + x + 1) négyelemii testben £ = 1 + (x* + x + 1),
0=(x>+x+1), A=x+ (x> +x+1),
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Bizonyitas (folytatas)
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Ezért o tényleg gydke az s polinomnak. O

A Zs[x]/(x* + x + 1) négyelemii testben £ = 1 + (x* + x + 1),
0=02+x+1),A=x+(x*+x+1), B=x+1+(x*+x+1).
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et

L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.

Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.
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vagyis a K[x]|/(s) faktorgyiirti nulleleme.
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A Zs[x]/(x* + x + 1) négyelemii testben £ = 1 + (x* + x + 1),
0=02+x+1),A=x+(x*+x+1), B=x+1+(x*+x+1).
Azonositas: O < 0,




Egyszerii gyfiriik Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 18 / 36
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Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et

L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.

Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.
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vagyis a K[x]|/(s) faktorgyiirti nulleleme.

Ezért o tényleg gydke az s polinomnak. O

A Zs[x]/(x* + x + 1) négyelemii testben £ = 1 + (x* + x + 1),
0=02+x+1),A=x+(x*+x+1), B=x+1+(x*+x+1).
Azonositas: O «+ 0, E < 1,
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et

L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.

Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.

Igy a = x + (s) miatt s(a) =

= (ko +(5)) + (k1 + () (x +(5)) + ...+ (kn + (5)) (x + (5))" =
=ko + kix+ ...+ knx" 4+ (s) = s+ (s) = (s),

vagyis a K[x]|/(s) faktorgyiirti nulleleme.

Ezért o tényleg gydke az s polinomnak. O

A Zs[x]/(x* + x + 1) négyelemii testben £ = 1 + (x* + x + 1),
0=02+x+1),A=x+(x*+x+1), B=x+1+(x*+x+1).
Azonositas: O < 0, E— 1,224+ 741+ Ez2+ Ez + E.
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Gyok a bdvitésben

Bizonyitas (folytatas)

Legyen s(z) = ko + kiz+ ...+ koz" € K[z]. Az s-et

L[z]-beli polinomnak képzeljiik, hogy a-t helyettesithessiink.

Ezért s egyiitthatéi a (kj-vel azonositott) k; + (s) elemek.

Igy a = x + (s) miatt s(a) =

= (ko +(5)) + (k1 + () (x +(5)) + ...+ (kn + (5)) (x + (5))" =
=ko + kix+ ...+ knx" 4+ (s) = s+ (s) = (s),

vagyis a K[x]|/(s) faktorgyiirti nulleleme.

Ezért o tényleg gydke az s polinomnak. O

A Zs[x]/(x* + x + 1) négyelemii testben £ = 1 + (x* + x + 1),
0=02+x+1),A=x+(x*+x+1), B=x+1+(x*+x+1).
Azonositas: O < 0, E— 1,224+ 741+ Ez2+ Ez + E.

Az oo = A elem tényleg gydke Ez° + Ez + E-nek.
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Karakterisztika

Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)
Ha R gylri, r € R és n > 0 egész szam,
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Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gyiirid, r € R és n > 0 egész szam, akkor nr azt jelenti,
hogy r-nek n példanyat sszeadjuk.
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Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gyiirid, r € R és n > 0 egész szam, akkor nr azt jelenti,
hogy r-nek n példanyat sszeadjuk.

Ha n < 0, akkor nr a (—n)r ellentettje (ami (—n)(—r) is).
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Karakterisztika

Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gyiirid, r € R és n > 0 egész szam, akkor nr azt jelenti,
hogy r-nek n példanyat sszeadjuk.

Ha n < 0, akkor nr a (—n)r ellentettje (ami (—n)(—r) is).

Ez R additiv csoportjaban a ,hatvanyozas”
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Karakterisztika

Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gyiirid, r € R és n > 0 egész szam, akkor nr azt jelenti,
hogy r-nek n példanyat sszeadjuk.

Ha n < 0, akkor nr a (—n)r ellentettje (ami (—n)(—r) is).

Ez R additiv csoportjaban a ,hatvanyozas” (tobbszords).
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Karakterisztika

Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gyiirid, r € R és n > 0 egész szam, akkor nr azt jelenti,
hogy r-nek n példanyat sszeadjuk.

Ha n < 0, akkor nr a (—n)r ellentettje (ami (—n)(—r) is).

Ez R additiv csoportjaban a ,hatvanyozas” (tobbszords).

5.8.1. Allitas, 5.8.2. Definici6
Tegyiik f6l, hogy R nullosztémentes gyiirii.
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(1) van olyan p € Z primszam, hogy pr = 0 minden r € R-re,
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(1) van olyan p € Z primszam, hogy pr = 0 minden r € R-re,
ekkor R karakterisztikdja p, vagy

(2) tetszbleges 0 # r € R és 0 # n € Z esetén nr # 0,
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Karakterisztika
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Karakterisztika

Emlékeztets (2.2.19, 2.2.37)

Ha R gyiirid, r € R és n > 0 egész szam, akkor nr azt jelenti,
hogy r-nek n példanyat sszeadjuk.

Ha n < 0, akkor nr a (—n)r ellentettje (ami (—n)(—r) is).

Ez R additiv csoportjaban a ,hatvanyozas” (tobbszords).

5.8.1. Allitas, 5.8.2. Definicié

Tegyiik fol, hogy R nullosztémentes gyiirii. Ekkor vagy

(1) van olyan p € Z primszam, hogy pr = 0 minden r € R-re,
ekkor R karakterisztikdja p, vagy

(2) tetszbleges 0 # r € R és 0 # n € Z esetén nr # 0,
ekkor R karakterisztikaja 0.

Valéjaban R elemeinek rendjeit irjuk le.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 £ r € Rés 0 # n € Z,
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,j6 kitevéje” (j6 egyiitthatdja) r-nek,
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 # r € R és 0 # n € Z, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).

Mivel R nullosztémentes és r £ 0,
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).

Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).

Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.

Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).

Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.

Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.

Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
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Karakterisztika: bizonyitas
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Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).

Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.

Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.

Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.

Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
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Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).

Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.

Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.

Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.

Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas |
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).
Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).
Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.
Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.
Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor
0= (mr)r
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Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).
Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).
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Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.
Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor

0 = (mr)r = (ar)(br).
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).
Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).
Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.
Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.
Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor

0 = (mr)r = (ar)(br).
Mivel R nullosztémentes, ar = 0 vagy br = 0.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).
Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).
Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.
Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.
Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor

0 = (mr)r = (ar)(br).
Mivel R nullosztémentes, ar = 0 vagy br = 0. Az elsé esetben
m=o(r) | a,
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Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).
Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).
Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.
Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.
Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor

0 = (mr)r = (ar)(br).
Mivel R nullosztémentes, ar = 0 vagy br = 0. Az elsé esetben
m = o(r) | a, vagyis a | m miatt a = m.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.

Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).

Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.

Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).

Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.

Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.

Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.

Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.

Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor
0= (mr)r = (ar)(br).

Mivel R nullosztémentes, ar = 0 vagy br = 0. Az elsé esetben

m = o(r) | a, vagyis a | m miatt a = m. A masodik esetben

ugyanigy kapjuk, hogy b = m.
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Karakterisztika: bizonyitas

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy 0 % r € R és 0 # n € 7, melyre nr = 0.
Az R additiv csoportban az elemrend jele o(r).
Tehat n ,,jo kitevsje” (j6 egyiitthatéja) r-nek, és igy m = o(r) | n.
Persze mr = 0. Ha s € R, akkor 0 = (mr)s = r(ms).
Mivel R nullosztémentes és r # 0, innen ms = 0 adédik.
Tehat o(s) véges, és osztéja m = o(r)-nek.
Az r és s szerepét kicserélve s # 0 esetén o(s) = o(r) = m.
Az (1)-hez mar csak azt kell megmutatni, hogy m primszam.
Tegyiik fol, hogy m = ab, ahol a, b pozitiv egészek. Ekkor
0= (mr)r = (ar)(br).
Mivel R nullosztémentes, ar = 0 vagy br = 0. Az elsé esetben
m = o(r) | a, vagyis a | m miatt a = m. A masodik esetben
ugyanigy kapjuk, hogy b = m. Ezért m tényleg primszam. Ol
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel
Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.
Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
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5.8.4. Tétel
Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: 6nmagéba képzé homomorfizmus.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: 6nmagéba képzé homomorfizmus.

1) szorzattartasa nyilvanval6, mert R kommutativ.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: 6nmagéba képzé homomorfizmus.

1) szorzattartasa nyilvanval6, mert R kommutativ.
Az Bsszegtartds a binomialis tételbsl kdvetkezik.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: 6nmagéba képzé homomorfizmus.

1) szorzattartasa nyilvanval6, mert R kommutativ.
Az Bsszegtartds a binomialis tételbsl kdvetkezik.

Elemi szdmelmélet: <p> oszthatd p-vel, ha 0 < j < p.
J
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaji gyiird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+s)P=rP+sP (r,s € R).

Ezért a ¢/(r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: 6nmagéba képzé homomorfizmus.

1) szorzattartasa nyilvanval6, mert R kommutativ.
Az Bsszegtartds a binomialis tételbsl kdvetkezik.

Elemi szdmelmélet: <p> oszthatd p-vel, ha 0 < j < p.
J

A p“-ra emelés 1)~ (k tényezés kompozicid). O
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test,
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,
amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.
Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.
Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.
Ezért P részcsoport




Karakterisztika, primtest Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 22 / 36

Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.
Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.
Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Zj és P kozott.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.
Bizonyitas
Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Z; és P kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e? = (mn)e.




Karakterisztika, primtest Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 22 / 36

Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Zj és P kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e? = (mn)e.
Legsziikebb: Legyen K < T résztest.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Zj és P kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e? = (mn)e.
Legsziikebb: Legyen K < T résztest.

Ekkor K # {0}, és igy K* részcsoportja T “-nek.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Zj és P kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e? = (mn)e.
Legsziikebb: Legyen K < T résztest.

Ekkor K # {0}, és igy K* részcsoportja T “-nek.

Ezért T egységeleme, e € K.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaja test, e az egységelem.
Ekkor P = {0,e,2e,3e,....(p —1)e} Zy-vel izomorf résztest,

amely 7 minden résztestének része (legsziikebb résztest).

A legsziikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e # 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Zj és P kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e? = (mn)e.

Legsziikebb: Legyen K < T résztest.

Ekkor K # {0}, és igy K* részcsoportja T “-nek.

Ezért T egységeleme, e ¢ K. Igy P C K. Ol
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy 0 karakterisztikaji test,
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy O karakterisztikaju test, e az egységelem.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy O karakterisztikaju test, e az egységelem.

Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest,
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy O karakterisztikaju test, e az egységelem.

Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely T minden résztestének része
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy O karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).




Karakterisztika, primtest Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 23 / 36

Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.

Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas
Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas
Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.

Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,
és izomorfizmus Q) és P kozott.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas
Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.

Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,
és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,

és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.
Jéldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,

és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.
Jéldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,

és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.
Jéldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.
Sziirjektiv: nyilvan.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,

és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.
Jéldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.
Sziirjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y)) = {0}.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,

és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.
Jéldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.
Sziirjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y)) = {0}.

Ha (me)/(ne) = 0 akkor me = 0,
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,

és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.
Jéldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Sziirjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y)) = {0}.

Ha (me)/(ne) = 0 akkor me = 0, ezért m = 0 mert o(e) = oc.
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Primtest 0 karakterisztikdban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaji test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,n € Z, n # 0} egy Q-val izomorf
résztest, amely 7 minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e # 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellenérizni kell, hogy ¢» : m/n > (me)/(ne) jéldefinialt,

és izomorfizmus () és P kozott. Mivelettarté: nyilvan.

Jéldefinialt: m/n = u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.

Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Sziirjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y)) = {0}.

Ha (me)/(ne) = 0 akkor me = 0, ezért m = 0 mert o(e) = oc.
Legsziikebb: mint a p karakterisztikaja esetben. Ol
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié
A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

o

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
Az R akkor algebra T f6lott, ha \r = rA (VA € T, Vr € R).
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
Az R akkor algebra T f6lott, ha \r = rA (VA € T, Vr € R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
Az R akkor algebra T f6lott, ha \r = rA (VA € T, Vr € R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)

Példak
® A T[xi,..., x| polinomgyiiri a T test fol5tt.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
Az R akkor algebra T f6lott, ha \r = rA (VA € T, Vr € R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)
Példak

® A T[xi,..., x| polinomgyiiri a T test fol5tt.

o Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
Az R akkor algebra T f6lott, ha \r = rA (VA € T, Vr € R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)
Példak

@ A T[xi,...,x,| polinomgy(irii a T test f6lott.

o Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.
o A T test folotti n x n-es matrixok.
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Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
Az R akkor algebra T f6lott, ha \r = rA (VA € T, Vr € R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)
Példak

@ A T[xi,...,x,| polinomgy(irii a T test f6lott.

o Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.

@ A T test folotti n x n-es matrixok.

@ A T test folotti \/ vektortér linearis transzformacioi.




Algebrak test folott Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 24 / 36

Az algebra fogalma

5.10.3. Definicié

A algebra a T test folott, ha egyszerre gyiirdi, vektortér T folott,
és \(ab) = (Aa)b = a(A\b) minden a,b € Aés \ € T esetén.

Legyen R egységelemes gylirli, T részteste R-nek, és 1p = 1.
Az R akkor algebra T f6lott, ha \r = rA (VA € T, Vr € R).
(A T egy elemével, mint skalarral val6 szorzas az R-beli szorzas.)
Példak

@ A T[xi,...,x,| polinomgy(irii a T test f6lott.

o Ha K < L testbdvités, akkor L a K folott.

@ A T test fol6tti n x n-es matrixok.

@ A T test folotti V/ vektortér linearis transzformacioi.

@ A kvaterniék ferdeteste R folott.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié
Ha A algebra a T test f6l6tt,
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Detinicié
Ha A algebra a T test f6l6tt, f(x) = ap + aix + ... + apx" € T|[x]
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test f6l6tt, f(x) = ap + aix + ... + apx" € T|[x]
és bc A




Algebrak test folott Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 25 / 36

Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test f6l6tt, f(x) = ap + aix + ... + apx" € T|[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test f6l6tt, f(x) = ap + aix + ... + apx" € T|[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test f6l6tt, f(x) = ap + aix + ... + apx" € T|[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definici6
Az f € T|[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0.




Algebrak test folott Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 25 / 36

Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definici6

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek
egy | idealt alkotnak,
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definici6

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek
egy | ideélt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.

5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definici6

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | ideélt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha / = {0}, akkor b transzcendens,
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.

5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).
5.10.8, 5.10.11. Definici6

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | ideélt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha | = {0}, akkor b transzcendens, kiilonben algebrai.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | ideélt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha / = {0}, akkor b transzcendens, kiilonben algebrai. Ekkor
az | féideal normalt generatoreleme a b € A minimalpolinomja,
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | ideélt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha / = {0}, akkor b transzcendens, kiilonben algebrai. Ekkor
az | féideal normalt generatoreleme a b € A minimalpolinomja,
jele mp,.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | ideélt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha / = {0}, akkor b transzcendens, kiilonben algebrai. Ekkor
az | féideal normalt generatoreleme a b € A minimalpolinomja,
jele my,. Tovabba f(b) =0 < my | f.
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Algebra elemének minimalpolinomja

5.10.6. Definicié

Ha A algebra a T test folott, f(x) = ag + a1x + ...+ apx" € T[x]
és b € A, akkor f(b) = agla + aib+ ...+ a,b"” (behelyettesités).

Tehat 7 konstans tagjat A egységelemével szorozzuk.
5.10.7. Gyakorlat: f(a) + g(a) = (f + g)(a) és (fg)(a) = f(a)g(a).

5.10.8, 5.10.11. Definicié

Az f € T[x] j6 polinomja b € A-nak, ha f(b) = 0. Ezek

egy | ideélt alkotnak, ami az f + f(b) homomorfizmus magja.
Ha / = {0}, akkor b transzcendens, kiilonben algebrai. Ekkor
az | féideal normalt generatoreleme a b € A minimalpolinomja,
jele my,. Tovabba f(b) =0 < my | f.

Bizonyitds: mint a testb@vitéseknél.
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Véges dimenzids algebra minden eleme algebrai.

Valéban: ha dim7(A) = n, akkor 1, b, ..., b" mar Gsszefiigg:
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5.10.12. Tétel
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Ekkor b minimalpolinomja irreduciblis T folott.
Ha f € T|[x] normalt, irreducibilis és f(b) = 0, akkor f = my,.

Valdban: ha my, = gh, akkor 0 = my(b) = g(b)h(b). Ezért vagy
g(b) =0 (igy mp | g miatt h egység), vagy h(b) = 0 és g egység.
Megforditva: ha f(b) = 0, akkor my, | f, de mindkett§ irreducibilis
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?,
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1.
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1.

Ezért 1 = 77z — — 2.
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1
Ezért 1 = zz = —Z°. Innen z # 0 miatt 7 = —Z. O
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1
Ezért 1 = zz = —Z°. Innen z # 0 miatt 7 = —Z. O

Hogyan lehet egy masodfoki polinomnak végtelen sok gyoke?
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1
Ezért 1 = zz = —Z°. Innen z # 0 miatt 7 = —Z. O

Hogyan lehet egy masodfoki polinomnak végtelen sok gyoke?
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,gySktényezds alak”.
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1.
Ezért 1 = zz = —Z°. Innen z # 0 miatt 7 = —Z. O

Hogyan lehet egy masodfoki polinomnak végtelen sok gyoke?
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,gySktényezds alak”.
Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz,




A szadmfogalom lezarasa Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 28 / 36

A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1
Ezért 1 = zz = —Z°. Innen z # 0 miatt 7 = —Z. O

Hogyan lehet egy masodfoki polinomnak végtelen sok gyoke?
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,gySktényezds alak”.
Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1
Ezért 1 = zz = —Z°. Innen z # 0 miatt 7 = —Z. O

Hogyan lehet egy masodfoki polinomnak végtelen sok gyoke?
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,gySktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ DG — i) =2+ —ji— 2 = ij — ji = 2k #0.
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A polinomok azonossagi tétele

5.11.5. Kovetkezmény

Az x> + 1 polinomnak a kvaterniok kdzdtt végtelen sok gyoke van.
Ezek pontosan azok, amelyek valds része nulla és norméja 1,
vagyis a gi -+ rj + sk alaki kvaterniék, ahol ¢° + r? + 5% = 1.

HF: Az o = a + bi + ¢j + dk minimalpolinomja x?> — 2ax + N(a).

Valéban, ha N(z) = 1 és 7z = —z, akkor 22 = —zz = —N(z) = —1.
Megforditva: ha z2 = —1, akkor 1 = N(z?) = N(z)?, igy N(z) = 1
Ezért 1 = zz = —Z°. Innen z # 0 miatt 7 = —Z. O

Hogyan lehet egy masodfoki polinomnak végtelen sok gyoke?
Magyarazat: x? + 1 = (x +i)(x — i) a ,gySktényezds alak”.

Ide j € K-t helyettesitve a bal oldal nulla lesz, de a jobb oldal nem:
G+ i) — i) = 2 +if — ji — 2 = ij — ji = 2k #0.

Mivel ij # ji, nem tudjuk kihasznalni, hogy K nullosztémentes.
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla).
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort.
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

e Ha N(z) = 1, akkor z1=32
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

o Ha N(z) =1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor 21 = —z.
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

o Ha N(z) =1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor 21 = —z.

@ Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v x w — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat),
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

@ Ha N(z) =1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor z7l=_2

@ Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, W>
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

o Ha N(z) =1, akkor z=! = Z. Ha z tiszta is, akkor 21 = —z.
@ Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viwv = v X W — (v, W>

(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk =] x k, stb.
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

@ Ha N(z) =1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor z7l=_2

@ Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, W>
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk =] x k, stb.

@ igyhav L w,akkor viw =v x w = —w x v = —wv,
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).
o Ha N(z) =1, akkor =% = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7! = —z.
@ Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, W>
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji = x i, jk=j x k, stb.
@ Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

wlvw = —v,
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).
o Ha N(z) =1, akkor =% = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7! = —z.
e Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji = x i, jk=j x k, stb.
@ Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

wlvw = —v, és wlzw = WilrW+ wlw=r—v= Z.
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

@ Ha N(z) =1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor zl=_2

e Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij =i x j, ji = x i, jk =] x k, stb.

@ Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan
lgy ha v | kk X X h

wlvw = —v, és wlzw = WilrW+ wlw=r—v= Z.

Balrél zw-vel szorozva zwz = z2w.
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

@ Ha N(z) =1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor zl=_2

e Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk =] x k, stb.

@ Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

wlvw = —v, és wlzw = WilrW+ wlw=r—v= Z.

Balrél zw-vel szorozva zwz = z2w.

@ Tehat ha N(z) =1 és v | w, akkor zwz~! = Z%w.
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

@ Ha N(z) =1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor zl=_2
@ Ha v és w tiszta kvaterniék, akkor viv = v X W — (v, w)

(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk =] x k, stb.

o lgy ha v | w, akkor viw = v x w = —w X v = —wv, ahonnan
wlvw = —v, és wlzw = WilrW+ wlw=r—v= Z.
2

Balrél zw-vel szorozva zwz = z=w.

@ Tehat ha N(z) =1 és v | w, akkor zwz~! = Z%w.
Specidlisan ha z = cos v + vsin a, ahol N(v) =1
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

@ Ha N(z) =1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor zl=_2
@ Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viwv = v X W — (v, w)

(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk =] x k, stb.

o lgy ha v | w, akkor viw = v x w = —w X v = —wv, ahonnan
wlvw = —v, és wlzw = WilrW+ wlw=r—v= Z.
2

Balrél zw-vel szorozva zwz = z=w.
@ Tehat ha N(z) =1 és v | w, akkor zwz~! = Z%w.
Specidlisan ha z = cosa + vsin «, ahol N(v) = 1, akkor
= —1 (mert v tiszta),
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk

ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

@ Ha N(z) =1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor zl=_2

e Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk =] x k, stb.

@ Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

wlvw = —v, és wlzw = WilrW+ wlw=r—v= Z.

Balrél zw-vel szorozva zwz = z2w.

@ Tehat ha N(z) =1 és v | w, akkor zwz~! = Z%w.
Specidlisan ha z = cosa + vsin «, ahol N(v) = 1, akkor
= —1 (mert v tiszta), z> = cos(2a) + vsin(2a),
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

o Ha N(z) =1, akkor =% = Z. Ha z tiszta is, akkor z 7! = —z.

e Ha v és w tiszta kvaternidk, akkor viv = v X W — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij =i x j, ji = x i, jk =] x k, stb.

@ Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan
wlvw = —v, és wlzw =wlmw aF wlw=r—v= Z.

Balrél zw-vel szorozva zwz = z2w.

@ Tehat ha N(z) =1 és v | w, akkor zwz~! = Z%w.
Specidlisan ha z = cosa + vsin «, ahol N(v) = 1, akkor
= —1 (mert v tiszta), z> = cos(2a) + vsin(2a), és igy
2wz~ = cos(2a)w +sin(2a)vw = cos(2a)w +sin(2a)(v x w).
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Kvaternidk és térvektorok

Tiszta kvaternié: v = xi + yj + zk (val6s része nulla). Azonositsuk
ezzel az (x,y,z)" € R® vektort. Legyen z = r + v (r € R).

Ha N(z) = 1, akkor 2! = Z. Ha z tiszta is, akkor z=% = —z.

Ha v és w tiszta kvaterniok, akkor vw = v X W — (v, w)
(vektorialis, illetve skalaris szorzat), mert i2 = k?=-1,
tovabba ij = i x j, ji =j x i, jk =] x k, stb.

Igy ha v L w, akkor vw = v x w = —w x v = —wv, ahonnan

wlvw = —v, és wlzw=w1lmw+w!

Balrél zw-vel szorozva zwz = z2w.

Tehat ha N(z) =1 és v L w, akkor zwz~! = Z°w.
Specidlisan ha z = cosa + vsin «, ahol N(v) = 1, akkor

= —1 (mert v tiszta), z> = cos(2a) + vsin(2a), és igy
2wz~ = cos(2a)w +sin(2a)vw = cos(2a)w +sin(2a)(v x w).
Ha N(w) is 1, akkor v, w és v x w ONB a térben. O

VW =T —V = Z.
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Kvaterniék és forgatasok

Tétel

A térbeli, origén atmend egyenesek koriili forgatasok
a(z 1 normaju) kvaternidkkal valé konjugalasok.
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Kvaterniék és forgatasok

Tétel

A térbeli, origén atmend egyenesek koriili forgatasok

a(z 1 normaju) kvaternidkkal valé konjugalasok. Pontosabban:
ha v egységvektor, akkor a z = cos v + v sin a-val

val6 konjugélas 2c sz6gl forgatas a v irany( egyenes koriil.
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ha v egységvektor, akkor a z = cos v + v sin a-val

val6 konjugélas 2c sz6gl forgatas a v irany( egyenes koriil.

Bizonyitas

Legyen w egy v-re merSleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalads matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben.
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zvzf1 =V
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zvz~! = v (hiszen zv = vz),
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Legyen w egy v-re merSleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalads matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan

zvz—! = v (hiszen zv = vz), és az iménti képletek alapjan

zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw).
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konjugalads matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan
zvz—! = v (hiszen zv = vz), és az iménti képletek alapjan
zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw). A kett&t dsszeszorozva
z(vw)z7t = (zvz 1) (zwz™1) = cos(2a)(vw) + sin(2a)v(vw),
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Legyen w egy v-re merSleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalads matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan
zvz—! = v (hiszen zv = vz), és az iménti képletek alapjan
zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw). A kett&t dsszeszorozva
z(vw)z7t = (zvz 1) (zwz™1) = cos(2a)(vw) + sin(2a)v(vw),
ahol v(vw) = v?w = —w (mar lattuk, hogy v> = —1).
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Kvaterniék és forgatasok

Tétel

A térbeli, origén atmend egyenesek koriili forgatasok

a(z 1 normaju) kvaternidkkal valé konjugalasok. Pontosabban:
ha v egységvektor, akkor a z = cos v + v sin a-val

val6 konjugélas 2c sz6gl forgatas a v irany( egyenes koriil.

Bizonyitas |
Legyen w egy v-re merSleges egységvektor. Irjuk ol a z-vel valé
konjugalads matrixat a v, w, vw = v x w ONB-ben. Nyilvan

zvz—! = v (hiszen zv = vz), és az iménti képletek alapjan

zwz~! = cos(2a)w + sin(2a)(vw). A kett&t dsszeszorozva
z(vw)z7t = (zvz 1) (zwz™1) = cos(2a)(vw) + sin(2a)v(vw),

ahol v(vw) = v?w = —w (mar lattuk, hogy v> = —1).

Ezért a megfelels forgatas matrixat kapjuk. Ol
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a)  cos(2w)
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):
r? + x2 —y2 —z2 —2rz 4+ 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy r’ —x? 4+ y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz R Ry
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a)  cos(2w)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

r2+x2—y2—z2 —2rz 4 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy r’ —x? 4+ y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz R N
Elényok:

Csak négy paraméter;
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a)  cos(2w)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

r2+x2—y2—z2 —2rz 4 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy r’ —x? 4+ y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz R N
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil;
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a)  cos(2w)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):
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r2+x2—y2—z2 —2rz 4 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy r’ —x? 4+ y? — 22 —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz R N
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

AL B B —2rz 4+ 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy R R —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx 4+ 2yz R N
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

AL B B —2rz 4+ 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy R R —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx 4+ 2yz R N
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
Navigacid,
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

AL B B —2rz 4+ 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy R R —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx 4+ 2yz R N
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
Navigacid, aerodinamika,
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

AL B B —2rz 4+ 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy R R —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx 4+ 2yz R N
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
Navigacid, aerodinamika, molekuléris dinamika,
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Euler-matrix

Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):

rP+x?—y? -2 —2rz + 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy R R —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx + 2yz R N
W
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).
Navigaci6, aerodinamika, molekularis dinamika, réntgenkristallografia.
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Euler-matrix
Az el6z6 bizonyitasban kapott matrix:
1 0 0
0 cos(2a) —sin(2a)
0 sin(2a) cos(2a)
Az i, j, k bazisban, z = r + xi + yj + zk esetén (Euler-matrix):
r? 4+ x2 —y2 — 22 —2rz 4+ 2xy 2ry + 2xz
2rz + 2xy R R —2rx + 2yz
—2ry + 2xz 2rx 4+ 2yz r? — x2 fyz + 22
W
Elényok:

Csak négy paraméter; numerikusan stabil; effektiv.
Forgastengely folytonos valtoztatasa (3D jatékok grafikaja).

Navigaci6, aerodinamika, molekularis dinamika, réntgenkristallografia.

Szamelméleti alkalmazéasok.
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
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A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C folott,
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarto.
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
Tovabba A, (x) = x(z122) = (xz1)z2 = Az, Az (X).
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
Tovabba A, (x) = x(z122) = (xz1)z2 = Az, Az (X).

Azaz a 1) : z — A, leképezésre )(z122) = Y (z2)1(21).
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
Tovabba A, (x) = x(z122) = (xz1)z2 = Az, Az (X).

Azaz a 1) : z — A, leképezésre \)(z120) = (z)1(z1).
Kellemetlen: megfordul a szorzas sorrendje.
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.

Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
Tovabba A, (x) = x(z122) = (xz1)z2 = Az, Az (X).

Azaz a 1) : z — A, leképezésre \)(z120) = (z)1(z1).
Kellemetlen: megfordul a szorzas sorrendje. Megoldas: legyen
P(z) = As.
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
Tovabba A, (x) = x(z122) = (xz1)z2 = Az, Az (X).

Azaz a 1) : z — A, leképezésre \)(z120) = (z)1(z1).
Kellemetlen: megfordul a szorzas sorrendje. Megoldas: legyen
Y(z) = Az. Erre Y(z122) = Y(21)¢(20),
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
Tovabba A, (x) = x(z122) = (xz1)z2 = Az, Az (X).

Azaz a 1) : z — A, leképezésre \)(z120) = (z)1(z1).
Kellemetlen: megfordul a szorzas sorrendje. Megoldas: legyen
¥(z) = Az. Erre (z122) = (2z1)¢(22), hiszen z1z; = 23 7.
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A kvaterniék mint transzformacidk

A kvaterndk vektortér C fol6tt (a skalarral szorzas balszorzas).
FIGYELEM: ez NEM algebra C fol6tt, mert /(1) # j(i1).

Legyen A, a z € K-val val6 jobbszorzas K-n: A,(x) = xz.
Ez Gsszegtarté. Skalarszorostarté is az asszociativitas miatt:
Az(Ax) = (Ax)z = A(xz) = AA;(x) (ahol X € C és x € K).
Tovabba A, (x) = x(z122) = (xz1)z2 = Az, Az (X).

Azaz a 1) : z — A, leképezésre \)(z120) = (z)1(z1).
Kellemetlen: megfordul a szorzas sorrendje. Megoldas: legyen
¥(z) = Az. Erre (z122) = (2z1)¢(22), hiszen z1z; = 23 7.
Tovabba (21 + 2) = ¥(z1) + ¥(2),
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/.

¥(z) = Az. Erre (z122) = (2z1)¢(22), hiszen z1z; = 23 7.

Tovabba 1(z; + z) = 1(z1) + (2), azaz 1) gylirihomomorfizmus.
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Végiil 1) injektiv:
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Ha z = p + qi + rj + sk, akkor 1/(z) matrixa az (1, /) bazisban

" ") ahol v = 4+ qiésw=r-+si
W v —PTa -
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<_VW V\f) ahol v = p+ qi és w = r + si (igy vezettiik be K-t).
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A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenl§, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.
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A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenl§, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v).
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1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ 'C,
ekkor D(v) = v.
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Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ 'C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re mer6leges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) =v,
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D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u,




A kvaterniék csoportelméleti vonatkozasai Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 33 /36

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenl§, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ 'C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re mer6leges egységvektor, akkor

D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas,




A kvaterniék csoportelméleti vonatkozasai Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 33 /36
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felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.
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i
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A specialis unitér csoport
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ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re mer6leges egységvektor, akkor

D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, a1 = w/|lw||,
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D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, a1 = w/|\w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
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Legyen by = v/||v||, a1 = w/|\w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
El6irhatésagi tétel: van B, melyre B(b1) = c; és B(by) = cc.
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Alkalmas |¢| = 1-re B unitér,
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Alkalmas |¢| = 1-re B unitér, 1 determinansi
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Ha 0 # v, w € C? hossza egyenl§, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

33 /36

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ 'C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re mer6leges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, a1 = w/|\w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
El6irhatésagi tétel: van B, melyre B(b1) = c; és B(by) = cc.
Alkalmas |¢| = 1-re B unitér, 1 determinansa és B(v) = w.

Jeldlje SU(2) a 2 x 2-es, komplex elemd,
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Ol

v

Jeldlje SU(2) a 2 x 2-es, komplex elemd, 1 determinansa



A kvaterniék csoportelméleti vonatkozasai Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas

A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenl§, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

33 /36

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ 'C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re mer6leges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, a1 = w/|\w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
El6irhatésagi tétel: van B, melyre B(b1) = c; és B(by) = cc.
Alkalmas |¢| = 1-re B unitér, 1 determinansa és B(v) = w.

Ol

v

Jeldlje SU(2) a 2 x 2-es, komplex elemd, 1 determinansa
unitér matrixok csoportjat a szorzasra (4.1.26. Definicid).
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A specialis unitér csoport

Ha 0 # v, w € C? hossza egyenl§, akkor pontosan egy olyan
1 determinansi, unitér transzformacié van, ami v-t w-be viszi.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy van ketts: B(v) = C(v). Legyen D = B~ 'C,
ekkor D(v) = v. Ha u egy v-re mer6leges egységvektor, akkor
D(u) L D(v) = v, ésigy D(u) || u. A (v, u) bazisban det(D)-t
felirva D(u) = u, azaz D az identitas, és igy B = C.

Legyen by = v/||v||, a1 = w/|\w||, és (b1, b2), (c1,c2) ONB.
El6irhatésagi tétel: van B, melyre B(b1) = c; és B(by) = cc.
Alkalmas |¢| = 1-re B unitér, 1 determinansa és B(v) = w. O

Jeldlje SU(2) a 2 x 2-es, komplex elemd, 1 determinansa
unitér matrixok csoportjat a szorzasra (4.1.26. Definicid).
Elnevezés: SU(2) regularisan hat az egységvektorok halmazan.
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel J

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

v

Bizonyitas

v

Ha z € K, akkor lattuk, hogy 1/(z) = Az matrixa <VW W),
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.
v

Bizonyitas

) ‘ . v oow
Ha z € KK, akkor lattuk, hogy ¢/(z) = Az matrixa <W v>'
melynek determinansa N(z)
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas

) ‘ . v oow
Ha z € K, akkor lattuk, hogy 1/(z) = Az matrixa <W v>'
melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

W>,

Bizonyitas

Ha z € K, akkor lattuk, hogy 1/(z) = Az matrixa

<|

melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.
Ha N(z) = 1, akkor tehat «/(z) unitér
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas
Ha z € KK, akkor lattuk, hogy ¢/(z) = Az matrixa <VW VVV>

melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.
Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢)(z) unitér és determinansa 1.
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas

Ha z € K, akkor lattuk, hogy 1/(z) = Az matrixa <VW VVV>
melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.

Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢)(z) unitér és determinansa 1.
Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determinansa K-n.
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas

Ha z € K, akkor lattuk, hogy 1/(z) = Az matrixa <VW VVV>
melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.

Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢)(z) unitér és determinansa 1.
Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determinansa K-n.
Legyen z = A(1),
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas

Ha z € K, akkor lattuk, hogy 1/(z) = Az matrixa <VW VVV>
melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.

Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢)(z) unitér és determinansa 1.
Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determinansa K-n.

Legyen z = A(1), ekkor A(1) =z =1z = Az(1).
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas

Ha z € KK, akkor lattuk, hogy ¢/(z) = Az matrixa <VW VVV>
melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.

Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢)(z) unitér és determinansa 1.
Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determinansa K-n.
Legyen z = A(1), ekkor A(1) =z =1z = Ax(1).

Ezért az imént bizonyitott allitds miatt A = As.

]
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.

Bizonyitas

Ha z € K, akkor lattuk, hogy 1/(z) = Az matrixa <VW VVV>
melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.

Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢)(z) unitér és determinansa 1.
Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determinansa K-n.

Legyen z = A(1), ekkor A(1) =z =1z = Az(1).
Ezért az imént bizonyitott allitds miatt A = As.

]

Az SU(2)-t Spin(3) csoportnak nevezik a kvantumfizikaban.
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Az egységkvaternidk csoportja

Tétel |

Az 1 normajia kvaternick multiplikativ csoportja izomorf SU(2)-vel.
v

Bizonyitas |

Ha z € KK, akkor lattuk, hogy ¢/(z) = Az matrixa <VW ‘:‘;)

melynek determinansa N(z) és adjungaltja A, matrixa.

Ha N(z) = 1, akkor tehat ¢/(z) unitér és determinansa 1.

Megforditas: Tegyiik fol, hogy A unitér, 1 determinansa K-n.

Legyen z = A(1), ekkor A(1) =z =1z = Ax(1).

Ezért az imént bizonyitott allitds miatt A = As. O
v

Az SU(2)-t Spin(3) csoportnak nevezik a kvantumfizikaban.
Fermionok (pl. neutron) leirdsara hasznaljak.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja). J
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

35 / 36

Bizonyitas
Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:
F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus,
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

1

Algebrai magyarazat: a zwz ! = zw képlet, ha v | w.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas
Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O
1

Algebrai magyarazat: a zwz~' = z°w képlet, ha v | w.
Geometriai magyarazat: a z — F, homomorfizmus magja kételemd.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

1a v iranyi egyenes koriili 2o szogii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

F,:w— zwz™

Algebrai magyarazat: a zwz~' = z°w képlet, ha v | w.

Geometriai magyarazat: a z — F, homomorfizmus magja kételemd.
Ezért SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

Algebrai magyarazat: a zwz~' = z°w képlet, ha v | w.

Geometriai magyarazat: a z — F, homomorfizmus magja kételemd.
Ezért SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.
Tekintsitk az f : o — z fiiggvényt, mikdzben v fix, pl. v = /.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

1a v iranyi egyenes koriili 2o szogii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

F,:w — zwz™

Algebrai magyarazat: a zwz~' = z°w képlet, ha v | w.

Geometriai magyarazat: a z — F, homomorfizmus magja kételemd.
Ezért SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.

Tekintsitk az f : o — z fiiggvényt, mikdzben v fix, pl. v = /.

Ha 0 < o < 27, akkor f(«) végighalad a komplex egységkdrdn.
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

Algebrai magyarazat: a zwz~' = z°w képlet, ha v | w.

Geometriai magyarazat: a z — F, homomorfizmus magja kételemd.
Ezért SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.

Tekintsitk az f : o — z fiiggvényt, mikdzben v fix, pl. v = /.

Ha 0 < o < 27, akkor f(«) végighalad a komplex egységkdrdn.

De o (f()) kétszer halad kérbe,
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

1a v iranyi egyenes koriili 2o szogii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

F,:w — zwz™

Algebrai magyarazat: a zwz~' = z°w képlet, ha v | w.

Geometriai magyarazat: a z — F, homomorfizmus magja kételemd.
Ezért SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.

Tekintsitk az f : o — z fiiggvényt, mikdzben v fix, pl. v = /.

Ha 0 < o < 27, akkor f(«) végighalad a komplex egységkdrdn.

De o(f () kétszer halad kérbe, mar 7-nél az identititas,
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Miért kétszerezédik a szég?

Tétel
SU(2)/{1,—1} =S0O(3) (a térbeli forgatasok csoportja).

Bizonyitas

Legyen z = cosa + vsin «, ahol v egységvektor. Lattuk:

F,:w — zwz~ ' a v irany egyenes koriili 2cv szdgii forgatas.
Nyilvan ¢ : z — F, homomorfizmus, melynek magja {1, —1}. O

Algebrai magyarazat: a zwz ! = zw képlet, ha v | w.

Geometriai magyarazat: a z — F, homomorfizmus magja kételemd.
Ezért SU(2) az SO(3) minden elemét kétszer ,fedi le”.

Tekintsitk az f : o — z fiiggvényt, mikdzben v fix, pl. v = /.

Ha 0 < o < 27, akkor f(«) végighalad a komplex egységkdrdn.

De o(f () kétszer halad kérbe, mar 7-nél az identititas,

és ezért kétszeres ,sebességgel” halad.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.
Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.
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Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.
Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.
Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.
Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra,
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyitirik direkt szorzata. Egyszeri gyfird.
Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.
Test folotti algebra, elem minimalpolinomja.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek
Euklideszi gyiird f6idealgyiird,



Osszefoglalé Lin. és absztrakt algebra 17.* eléadas 36 / 36

A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek
Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek
Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
Féidealok tartalmazasa és oszthatéséag.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek

Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
Féidealok tartalmazasa és oszthatéséag.

Véges nullosztémentes gylir( test.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek

Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
Féidealok tartalmazasa és oszthatéséag.

Véges nullosztémentes gylir( test.

Kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek

Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
Féidealok tartalmazasa és oszthatéséag.

Véges nullosztémentes gylir( test.

Kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.
Egyszerii testbdvités konstrukcidja faktorgyriiként.
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A 17. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek

Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
Féidealok tartalmazasa és oszthatéséag.

Véges nullosztémentes gylir( test.

Kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.
Egyszerii testbdvités konstrukcidja faktorgyriiként.

A primtestek szerkezete.
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Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek

Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
Féidealok tartalmazasa és oszthatéséag.

Véges nullosztémentes gylir( test.

Kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.
Egyszerii testbdvités konstrukcidja faktorgyriiként.

A primtestek szerkezete.

Frobenius tétele.
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Fogalmak

F&idealgyiiri.

Gyiiriik direkt szorzata. Egyszerii gyfird.

Karakterisztika, primtest, Frobenius-endomorfizmus.

Test folotti algebra, elem minimalpolinomja. Euler-matrix.

Tételek

Euklideszi gyiiri foidealgyiird, f6idealgyiiri alaptételes.
Féidealok tartalmazasa és oszthatéséag.

Véges nullosztémentes gylir( test.

Kommutativ, egységelemes, egyszerii gyiirii test.

Egyszerii testbdvités konstrukcidja faktorgyriiként.

A primtestek szerkezete.

Frobenius tétele. Kvaternidk csoportelméleti vonatkozasai.
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