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6.8.3. Lemma, 6.8.15. Tétel, NB

Ha korzét is hasznalhatunk, akkor minden szerkesztési [épésnél
elsé vagy masodfokd egyenleteket kell megoldanunk (HF).
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Igy K, elemei algebraiak Ko fol6tt, és fokuk 2-hatvany.
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az alapadatok altal generalt test egy olyan véges bdvitésében,
amihez vezet ilyen testlanc, akkor a szerkesztés elvégezhetd.

Példaul x* + 2x + 2 gydkei nem szerkeszthetk
(6.10.10. Gyakorlat).
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béviilhet egy elem négyzetgydkével. Igy a szerkesztés egy

Q< Ky <K <...<K, <R testlancot eredményez,

ahol Ki 1 megkaphaté K,-('\/g) alakban alkalmas 0 < d € Kj-re.
Specidlisan K; < K;,; foka 1 vagy 2 és |K, : Ky| 2-hatvany.
Igy K, elemei algebraiak Ko fol6tt, és fokuk 2-hatvany.
Megforditva, ha a szerkesztend§ alakzat adatai benne vannak
az alapadatok altal generalt test egy olyan véges bdvitésében,
amihez vezet ilyen testlanc, akkor a szerkesztés elvégezhetd.

Példaul x* + 2x + 2 gydkei nem szerkeszthetk
(6.10.10. Gyakorlat). Olvasmany: Normalis bévités, Galois-elmélet.
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend6 egy olyan kocka élhossza,
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthets, mert /2 foka Q folstt 3,
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletii négyzetet
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6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletd négyzetet (illetve ennek az oldalat).
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletd négyzetet (illetve ennek az oldalat).

Nem szerkeszthetd, mert /7 transzcendens szam.
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6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletd négyzetet (illetve ennek az oldalat).

Nem szerkeszthetd, mert /7 transzcendens szam.

6.8.8. Szdgharmadolas J
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6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletd négyzetet (illetve ennek az oldalat).

Nem szerkeszthetd, mert /7 transzcendens szam.

6.8.8. Szdgharmadolas

Szerkessziik meg egy adott szég harmadat.
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6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletd négyzetet (illetve ennek az oldalat).

Nem szerkeszthetd, mert /7 transzcendens szam.

6.8.8. Szdgharmadolas

Szerkessziik meg egy adott szég harmadat.

Nem harmadolhaté mar 60° sem,
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6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletd négyzetet (illetve ennek az oldalat).

Nem szerkeszthetd, mert /7 transzcendens szam.

6.8.8. Szdgharmadolas

Szerkessziik meg egy adott szég harmadat.

Nem harmadolhaté mar 60° sem, mert cos 20° foka Q folott 3,
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Kockakett&zés, kornégyszogesités, szogharmadolas

6.8.6. Kockakett6zés, vagy Déloszi Probléma

Szerkesztend§ egy olyan kocka élhossza, aminek térfogata
egy adott élhosszlsagi kocka térfogatanak kétszerese.

Nem szerkeszthetd, mert % foka Q folstt 3, ami nem 2-hatvany.

6.8.7. Kornégyszogesités

Szerkessziink egy megadott sugart korrel
egyenld teriiletd négyzetet (illetve ennek az oldalat).

Nem szerkeszthetd, mert /7 transzcendens szam.

6.8.8. Szdgharmadolas

Szerkessziik meg egy adott szég harmadat.

Nem harmadolhaté mar 60° sem, mert cos 20° foka Q folott 3,
minimalpolinomja x* — (3/4)x — (1/8).
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,
ha a (n) szam 2-hatvény.

15.* el8adas
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,
han=2"pip>...pr,
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,
ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,
ha n=2"pips...p;, ahol m >0
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,

ha n=2"pip>...p,, ahol m> 0 és a p; szamok paronként
kiilonbdz8 Fermat-primek
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,

ha n=2"pip>...p,, ahol m> 0 és a p; szamok paronként
kiilonb6z8 Fermat-primek (vagyis 22 4 1 alaka primszamok).
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,

ha n=2"pip>...p,, ahol m> 0 és a p; szamok paronként
kiilonb6z8 Fermat-primek (vagyis 22 4 1 alaka primszamok).

A Fermat-primes jellemzés elemi szdmelméleti gondolatmenet.
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,

ha n=2"pip>...p,, ahol m> 0 és a p; szamok paronként
kiilonb6z8 Fermat-primek (vagyis 22 4 1 alaka primszamok).

A Fermat-primes jellemzés elemi szdmelméleti gondolatmenet.

6.8.10. Allitas
Ha n > 1, akkor gro(cos(27/n)) értéke (n), vagy ¢(n)/2.
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,

ha n=2"pip>...p,, ahol m> 0 és a p; szamok paronként
kiilonb6z8 Fermat-primek (vagyis 22 4 1 alaka primszamok).

A Fermat-primes jellemzés elemi szdmelméleti gondolatmenet.

6.8.10. Allitas
Ha n > 1, akkor gro(cos(27/n)) értéke (n), vagy ¢(n)/2.

A pontos érték a 6.8.24. Feladatban olvashaté.
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,

ha n=2"pip>...p,, ahol m> 0 és a p; szamok paronként
kiilonb6z8 Fermat-primek (vagyis 22 4 1 alaka primszamok).

A Fermat-primes jellemzés elemi szdmelméleti gondolatmenet.

6.8.10. Allitas
Ha n > 1, akkor gro(cos(27/n)) értéke (n), vagy ¢(n)/2.

A pontos érték a 6.8.24. Feladatban olvashaté.
A bizonyitas kérosztasi polinomok segitségével,
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Szabalyos sokszogek szerkeszthetsége

6.8.11. Tétel, NB

Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabalyos n-szdg,

ha a (n) szam 2-hatvany. Ez akkor és csak akkor igaz,

ha n=2"pip>...p,, ahol m> 0 és a p; szamok paronként
kiilonb6z8 Fermat-primek (vagyis 22 4 1 alaka primszamok).

A Fermat-primes jellemzés elemi szdmelméleti gondolatmenet.

6.8.10. Allitas
Ha n > 1, akkor gro(cos(27/n)) értéke (n), vagy ¢(n)/2.

A pontos érték a 6.8.24. Feladatban olvashaté.
A bizonyitas kérosztasi polinomok segitségével,
aQ < Q(cos(27/n)) < Q(e) vizsgalataval,
ahol ¢ primitiv n-edik egységyok.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény J

Minden véges test elemszama primhatvany.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.




Véges testek Lin. és absztrakt algebra 15.* eldadas 7/ 30

Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.
Ez primszam,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas
Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.
Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.
Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,
igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.
Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,
igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,
tehat p | a vagy p | b.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az dsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,
tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az dsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,
tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest

és 7.,-vel izomorf.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,
tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,

tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték \;1b; + ...+ A\, b, alakban,




Véges testek Lin. és absztrakt algebra 15.* eldadas 7/ 30

Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,

tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték \;1b; + ...+ A\, b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P f6lott,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,

tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték \;1b; + ...+ A\, b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P folott, és \1,..., \, € P.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,

tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték \;1b; + ...+ A\, b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P folott, és \1,..., \, € P.

Mindegyik \; skalar |P| = p-féle lehet,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,

tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték \;1b; + ...+ A\, b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P folott, és \1,..., \, € P.

Mindegyik \; skalar |P| = p-féle lehet, igy | T| = p". O
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Véges test elemszama

6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,

tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték \;1b; + ...+ A\, b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P folott, és \1,..., \, € P.

Mindegyik \; skalar |P| = p-féle lehet, igy | T| = p". O

A P a T primteste,
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6.7.2. Kovetkezmény

Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen p az 1 egységelem rendje az Gsszeadasra.

Ez primszam, mert ha p | ab, akkor (al)(hl) =0,

igy a nullosztémentesség miatt al = 0 vagy bl = 0,

tehat p | a vagy p | b. Ezért az 1 altal generalt P résztest
az1,2-1,....(p—1)-1,p-1 =0 elemekbdl all,

és 7,-vel izomorf. Legyen |T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhaték \;1b; + ...+ A\, b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P folott, és \1,..., \, € P.

Mindegyik \; skalar |P| = p-féle lehet, igy | T| = p". O

A P a T primteste, p pedig a T karakterisztikdja.
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Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen T elemszama k + 1,
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Véges test multiplikativ csoportja

4.3.22. Tétel

Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas
Legyen T elemszama k + 1, azaz |T*| = |T — {0} = k.
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Bizonyitas
Legyen T elemszama k + 1, azaz |T*| = |T — {0} = k.
Az x? — 1 polinomnak legfeljebb d gydke van T-ben.
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Véges test multiplikativ csoportja

4.3.22. Tétel

Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen T elemszama k + 1, azaz |T*| = |T — {0} = k.
Az x? — 1 polinomnak legfeljebb d gydke van T-ben.

Igy ha g € T* rendje d, akkor e gyokok éppen g hatvanyai.
Specialisan minden d rendii elem g-nek hatvanya!
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Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.
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Legyen T elemszama k + 1, azaz |T*| = |T — {0} = k.
Az x? — 1 polinomnak legfeljebb d gydke van T-ben.

Igy ha g € T* rendje d, akkor e gyokok éppen g hatvanyai.
Specialisan minden d rendii elem g-nek hatvanya!

A (g) ciklikus részcsoportban ¢(d) darab d rendl elem van.



Véges testek Lin. és absztrakt algebra 15.* eldadas 8 /30

Véges test multiplikativ csoportja

4.3.22. Tétel
Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen T elemszama k + 1, azaz |T*| = |T — {0} = k.
Az x? — 1 polinomnak legfeljebb d gydke van T-ben.

Igy ha g € T* rendje d, akkor e gyokok éppen g hatvanyai.
Specialisan minden d rendii elem g-nek hatvanya!

A (g) ciklikus részcsoportban ¢(d) darab d rendl elem van.
Vagyis a d rendii elemek szama T *-ben (d) vagy 0.
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Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.
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Specialisan minden d rendii elem g-nek hatvanya!

A (g) ciklikus részcsoportban ¢(d) darab d rendl elem van.
Vagyis a d rendii elemek szama T *-ben (d) vagy 0.

Ha d 1 k, akkor nincs d rend(i elem Lagrange tétele miatt.
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Ha d 1 k, akkor nincs d rend(i elem Lagrange tétele miatt.
Az xk —1= [Tajx Pa(x)-ben a fokokat véve >, o(d) = k.
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Az xk —1= [Tajx Pa(x)-ben a fokokat véve >, o(d) = k.
Ez csak gy lehet, ha minden d | k-ra van d rendii elem!
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Ha d 1 k, akkor nincs d rend(i elem Lagrange tétele miatt.
Az xk —1= [Tajx Pa(x)-ben a fokokat véve >, o(d) = k.
Ez csak gy lehet, ha minden d | k-ra van d rendii elem!
Specialisan van k rendii elem,
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Véges test multiplikativ csoportja

4.3.22. Tétel

Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen T elemszama k + 1, azaz |T*| = |T — {0} = k.

Az x? — 1 polinomnak legfeljebb d gydke van T-ben.

Igy ha g € T* rendje d, akkor e gyokok éppen g hatvanyai.
Specialisan minden d rendii elem g-nek hatvanya!

A (g) ciklikus részcsoportban ¢(d) darab d rendl elem van.
Vagyis a d rendii elemek szama T *-ben (d) vagy 0.

Ha d 1 k, akkor nincs d rend(i elem Lagrange tétele miatt.
Az xk —1= [Tajx Pa(x)-ben a fokokat véve >, o(d) = k.
Ez csak gy lehet, ha minden d | k-ra van d rendii elem!
Specialisan van k rendii elem, azaz T* ciklikus. O
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Véges test |étezése és egyértelmiisége

6.7.5. &s 6.7.8. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elem( test létezik,
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Véges test |étezése és egyértelmiisége

6.7.5. &s 6.7.8. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik, jele IF,.
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Véges test |étezése és egyértelmiisége

6.7.5. &s 6.7.8. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik, jele IF,.
Ennek elemei az x?" — x polinom gydkei.
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Az [, testnek minden k | n esetén egyetlen I
részteste van,

pk—val izomorf
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egy darab g elemii test létezik, jele IF,.

Ennek elemei az x?" — x polinom gydkei.

Az [, testnek minden k | n esetén egyetlen I
részteste van, mas részteste pedig nincs.

pk—val izomorf
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6.7.5. &s 6.7.8. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik, jele IF,.

Ennek elemei az x?" — x polinom gydkei.

Az I, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val izomorf
részteste van, mas részteste pedig nincs.

Ez a résztest az xP — x polinom 6sszes gyckébs! all.
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Ennek elemei az x?" — x polinom gydkei.

Az I, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val izomorf
részteste van, mas részteste pedig nincs.

Ez a résztest az xP* — x polinom 6sszes gyckébs! all.

Allitas (6.7.9, 6.7.10) |

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre |étezik Z, folott
irreducibilis n-edfoki 7 polinom,
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Az I, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val izomorf
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Ez a résztest az xP* — x polinom 6sszes gyckébs! all.

Allitas (6.7.9, 6.7.10) |

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre |étezik Z, folott
irreducibilis n-edfokd f polinom, és ez osztéja xP" — x-nek.
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Allitas (6.7.9, 6.7.10) |

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre |étezik Z, folott
irreducibilis n-edfokd f polinom, és ez osztéja xP" — x-nek.
llyen példaul m,,
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Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
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Ennek elemei az x?" — x polinom gydkei.

Az I, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val izomorf
részteste van, mas részteste pedig nincs.

Ez a résztest az xP* — x polinom 6sszes gyckébs! all.

Allitas (6.7.9, 6.7.10) |

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre |étezik Z, folott
irreducibilis n-edfokd f polinom, és ez osztéja xP" — x-nek.
llyen példaul m,, ahol o az ¥, multiplikativ csoportjanak
tetsz8leges generatoreleme.
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Véges test |étezése és egyértelmiisége

6.7.5. &s 6.7.8. Tétel

Minden g = p” primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan
egy darab g elemii test létezik, jele IF,.

Ennek elemei az x?" — x polinom gydkei.

Az I, testnek minden k | n esetén egyetlen I -val izomorf
részteste van, mas részteste pedig nincs.

Ez a résztest az xP* — x polinom 6sszes gyckébs! all.

Allitas (6.7.9, 6.7.10) |

Minden p primszamra és minden n > 0 egészre |étezik Z, folott
irreducibilis n-edfokd f polinom, és ez osztéja xP" — x-nek.
llyen példaul m,, ahol o az ¥, multiplikativ csoportjanak
tetsz8leges generatoreleme.

A tételeket nem bizonyitjuk.
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A nyolcelem( test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x® + x + 1)(x® + x% + 1).
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A nyolcelem( test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x® + x + 1)(x® + x% + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért
Fg = Zo[x]/(x3 + x + 1) 2 Zs[x]/(x3 + x* +1).

10 / 30
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Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg = Zo[x]/(x3 + x + 1) 2 Zs[x]/(x3 + x* +1).
Az g elemei az x® — x polinom Gsszes gyokei.
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A nyolcelem( test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x® + x + 1)(x® + x% + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg = Zo[x]/(x3 + x + 1) 2 Zs[x]/(x3 + x* +1).
Az g elemei az x® — x polinom Gsszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
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A nyolcelem( test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x® + x + 1)(x® + x% + 1).
Ezek irreducibilisek Z, folott, ezért

Fg = Zo[x]/(x3 + x + 1) 2 Zs[x]/(x3 + x* +1).
Az g elemei az x® — x polinom Gsszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1.
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Az g elemei az x® — x polinom Gsszes gyokei.
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A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x* + x + 1,
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minimalpolinomja x* + x + 1, a masik haromé x> + x? 4 1.
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A nyolcelem( test példaja

Zy folott x® — x = x(x + 1)(x® + x + 1)(x® + x% + 1).
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minimalpolinomja x* + x + 1, a masik haromé x> + x? 4 1.
Az 22 leképezés Ssszeg- és szorzattartd,
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Zy folott x® — x = x(x + 1)(x® + x + 1)(x® + x% + 1).
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Fg = Zo[x]/(x3 + x + 1) 2 Zs[x]/(x3 + x* +1).
Az g elemei az x® — x polinom Gsszes gyokei.
Az egyetlen valddi résztest a primtest: {0,1}.
A 0 és az 1 miniméalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x* + x + 1, a masik haromé x> + x? 4 1.
A 1) zr 2 leképezés Gsszeg- és szorzattartd, és bijektiv is.
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Fg = Zo[x]/(x3 + x + 1) 2 Zs[x]/(x3 + x* +1).
Az g elemei az x® — x polinom Gsszes gyokei.
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minimalpolinomja x* + x + 1, a masik haromé x> + x? 4 1.
A 1) zr 2 leképezés Gsszeg- és szorzattartd, és bijektiv is.
Ez permutalja x> + x + 1 és x> + x? + 1 gydkeit is.
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minimalpolinomja x* + x + 1, a masik haromé x> + x? 4 1.
A 1) zr 2 leképezés Gsszeg- és szorzattartd, és bijektiv is.
Ez permutalja x> + x + 1 és x> + x? + 1 gydkeit is.

Legyen K = Zp[x]/(x® + x + 1),
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Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
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Példaul 001 kédolva 000000111

15.* el8adas

13 / 30




Hibajavité kédok Lin. és absztrakt algebra

Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 0010 kédolva 000000111

15.* el8adas

13 / 30




Hibajavité kédok Lin. és absztrakt algebra

Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 0010  kédolva 000000111000

15.* el8adas

13 / 30




Hibajavité kédok Lin. és absztrakt algebra

Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 00101 kédolva 000000111000

15.* el8adas

13 / 30




Hibajavité kédok Lin. és absztrakt algebra

Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 00101 kédolva 000000111000111

15.* el8adas

13 / 30




Hibajavité kédok Lin. és absztrakt algebra

Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111

15.* el8adas

13 / 30




Hibajavité kédok Lin. és absztrakt algebra

Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.

15.* el8adas

13 / 30
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon:
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
(karcolas az adathordozén,
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
(karcolas az adathordozén, sercenés radiévételkor,
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
(karcolas az adathordozén, sercenés radiévételkor,

neve csomods hiba,
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
(karcolas az adathordozén, sercenés radiévételkor,

neve csomés hiba, angolul burst error),
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
(karcolas az adathordozén, sercenés radiévételkor,

neve csomés hiba, angolul burst error),

akkor érdemes a betiiket még dssze is keverni
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
(karcolas az adathordozén, sercenés radiévételkor,

neve csomés hiba, angolul burst error),

akkor érdemes a betiiket még Gssze is keverni (kodatfiizés).
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Haromszorozas

9.1.2. Példa

Minden betiit haromszor egymas utan elkiildiink.
Példaul 001011 kédolva 000000111000111111.
Dekédolas: tobbségi alapon: aaa, aab, aba, baa — a.

Elemzés

Ha barmely harom szomszédos bet(ibdl legfeljebb egy hibas,
akkor az eredeti lizenet visszakaphat6 (1-hibajavité kéd).
Az iizenet haromszorosara nydlik.

Ha szomszédos bitek hajlamosak egyszerre meghibasodni
(karcolas az adathordozén, sercenés radiévételkor,

neve csomés hiba, angolul burst error),

akkor érdemes a betiiket még Gssze is keverni (kodatfiizés).
Ha betii kimaradhat, akkor szinkronjelek is kellhetnek.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié
A betiik halmaza @,
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az abécé,
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.
A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.
A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q¥
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.
A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.




Hibajavité kédok Lin. és absztrakt algebra 15.* el8adas 14 / 30

Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

0(QF) = C C Q" a ¢ értekkészlete,
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.
A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.

A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.
A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.

A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.

Példa
A haromszorozasnal Q = {0,1},
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.

A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.

Példa
A haromszorozasnal Q = {0,1}, k =1,
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.

A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.

Példa
A haromszorozasnal Q = {0,1}, k =1, n =3,
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.

A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.

Példa
A haromszorozasnal Q = {0,1}, k =1, n = 3, ¢(x) = xxx,
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.

A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.
Példa

A haromszorozasnal Q = {0,1}, k =1, n = 3, ¢(x) = xxx,
C = {000,111} C @3.
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.

A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.
Példa

A haromszorozasnal Q = {0,1}, k =1, n = 3, ¢(x) = xxx,
C = {000,111} C Q3. Ez egy 3 hossz(,
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Alapfogalmak, jelolések

9.1.1. Definicié

A betiik halmaza @, ez az 4bécé, elemszdma q.

A @ elemeibdl készitett k hossz( sorozatok: szavak.
Halmazuk Q (a bettiket vesszé nélkiil egymas mellé irjuk).
Kédolas: ¢ : QX — Q" injektiv fiiggvény.

©(Q*) = C C Q" a ¢ értékkészlete, elemei a kédszavak.
A C C Q" egy (n, k) paraméterii kéd. Az n a kéd hossza.

A kéd megadasakor sokszor csak a C halmaz szerepel,
a ¢ kédolé fliggvény nem.
Példa

A haromszorozasnal Q = {0,1}, k =1, n = 3, ¢(x) = xxx,
C = {000,111} C @°. Ez egy 3 hosszi, (3,1) paraméterti kéd.
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé J
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé (és igy hiba tortént).
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé (és igy hiba tortént).
Keresiink egy kédszét, amitsl u a legkevesebb helyen tér el.
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé (és igy hiba tortént).
Keresiink egy kédszét, amitsl u a legkevesebb helyen tér el.

9.1.3. Definicié
Legyen t > 1 egész szam. A C C Q" kdéd t-hibajelzg,
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé (és igy hiba tortént).
Keresiink egy kédszét, amitsl u a legkevesebb helyen tér el.

9.1.3. Definicié

Legyen t > 1 egész szam. A C C Q" kdéd t-hibajelzg,
ha egy kédszét legfeljebb t helyen megvaltoztatva

az eredmény nem lehet kédszé.
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé (és igy hiba tortént).
Keresiink egy kédszét, amitsl u a legkevesebb helyen tér el.

9.1.3. Definicié
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ha egy kédszét legfeljebb t helyen megvaltoztatva

az eredmény nem lehet kédszé.
A C kéd t-hibajavité,
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akkor nem kaphatjuk @"-nek ugyanazt az elemét.
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé (és igy hiba tortént).
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akkor nem kaphatjuk @"-nek ugyanazt az elemét.

Példaul a haromszorozé kéd 1-hibajavitd és 2-hibajelzé.
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Ha 2 helyen megvaltozik 000, akkor az nem kédszé.
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Hibajelzés, hibajavitas

Erkezik egy u € Q", ami nem kédszé (és igy hiba tortént).
Keresiink egy kédszét, amitsl u a legkevesebb helyen tér el.

9.1.3. Definicié

Legyen t > 1 egész szam. A C C Q" kdéd t-hibajelzg,

ha egy kédszét legfeljebb t helyen megvaltoztatva

az eredmény nem lehet kédszé.

A C kéd t-hibajavité, ha barhogy vesziink két v # w kédszot,
ha v-t is és w-t is legfeljebb ¢ helyen megvaltoztatjuk

(ezek a helyek masok lehetnek v, mint w esetében),

akkor nem kaphatjuk @"-nek ugyanazt az elemét.

Példaul a haromszorozé kéd 1-hibajavitd és 2-hibajelzé.
Ha 2 helyen megvaltozik 000, akkor az nem kédszé.
Ha 1 helyen valtozik, akkor rekonstrualhatd az eredeti.
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Hamming-tavolsag

9.1.4. Definicié

A v,w € Q" Hamming-tavolsaga azoknak a koordinataknak
a szadma, ahol a két szé eltér.
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9.1.4. Definicié

A v,w € Q" Hamming-tavolsaga azoknak a koordinataknak
a szama, ahol a két sz6 eltér. Jele: d(v, w).

P&ldaul (0010110010, 0110111000) = 3.
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Hamming-tavolsagainak minimuma.
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a szama, ahol a két sz6 eltér. Jele: d(v, w).

P&ldaul (0010110010, 0110111000) = 3.

A C C Q" kéd minimalis tavolsdga a kiilonb6z8 kédszavak
Hamming-tavolsagainak minimuma.
Vagyis két legkdzelebbi kédszé tavolsaga.
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Hamming-tavolsag

A v,w € Q" Hamming-tavolsaga azoknak a koordinataknak

9.1.4. Definici6
a szama, ahol a két sz6 eltér. Jele: d(v, w). ‘

Példaul ¢(0010110010,0110111000) = 3.

Hamming-tavolsagainak minimuma.
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9.1.6. Gyakorlat (HF)
A C kéd pontosan akkor t-hibajelz8, ha t < d(C),
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Hamming-tavolsag

A v,w € Q" Hamming-tavolsaga azoknak a koordinataknak

9.1.4. Definici6
a szama, ahol a két sz6 eltér. Jele: d(v, w). ‘

Példaul ¢(0010110010,0110111000) = 3.

Hamming-tavolsagainak minimuma.

A C C Q" kéd minimalis tavolsdga a kiilonb6z8 kédszavak
Vagyis két legkdzelebbi kédsz6 tavolsaga. Jele: d(C).

Példaul a haromszorozé kéd minimalis tavolsaga 3.

9.1.6. Gyakorlat (HF)

A C kéd pontosan akkor t-hibajelz8, ha t < d(C),
és pontosan akkor t-hibajavité, ha 2t < d(C).
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsagu,
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C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
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C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
e Minél tdbb hibat javitson,
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
e Minél tdbb hibat javitson, azaz d nagy legyen.
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
e Minél tdbb hibat javitson, azaz d nagy legyen.

o Minél kevésbé ngjon az iizenet,
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
e Minél tdbb hibat javitson, azaz d nagy legyen.

e Minél kevésbé njon az lizenet, azaz n — k kicsi legyen.
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
e Minél tdbb hibat javitson, azaz d nagy legyen.

e Minél kevésbé njon az lizenet, azaz n — k kicsi legyen.

9.1.9. Singleton-korlat

n
n—k_ 9 < jd-1
q \C]iq

?
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Korlatok
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9.1.9. Singleton-korlat

n
q”*k:‘qazqdfl,azaz n—k>d-—1.
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Korlatok
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Bizonyitas

Minden v kédszot valtoztassunk meg az els6 d — 1 helyen
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Korlatok
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Ellentmondé kdvetelmények:
e Minél tdbb hibat javitson, azaz d nagy legyen.
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n
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Bizonyitas

Minden v kédszot valtoztassunk meg az els6 d — 1 helyen minden
lehetséges médon.
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
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9.1.9. Singleton-korlat

n
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Minden v kédszot valtoztassunk meg az els6 d — 1 helyen minden
lehetséges médon. Ekkor paronként diszjunkt halmazokat kapunk,
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Korlatok
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Ellentmondé kdvetelmények:
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9.1.9. Singleton-korlat

n
n—k _ 9

] zqdfl,azaz n—k>d-—1.

q

Bizonyitas
Minden v kédszot valtoztassunk meg az els6 d — 1 helyen minden

lehetséges médon. Ekkor paronként diszjunkt halmazokat kapunk,
mert ha v és w egy-egy megvaltoztatottja egyenld lenne,
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
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n
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Minden v kédszot valtoztassunk meg az els6 d — 1 helyen minden
lehetséges médon. Ekkor paronként diszjunkt halmazokat kapunk,
mert ha v és w egy-egy megvaltoztatottja egyenld lenne,

akkor v és w csak d — 1 helyen térhetne el.
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Korlatok

C C Q" egy d minimalis tavolsaga, (n, k) paraméteri kod.
Ellentmondé kdvetelmények:
e Minél tdbb hibat javitson, azaz d nagy legyen.

e Minél kevésbé njon az lizenet, azaz n — k kicsi legyen.

9.1.9. Singleton-korlat

n
q”*k:‘qazqdfl,azaz n—k>d-—1.

Bizonyitas
Minden v kédszot valtoztassunk meg az els6 d — 1 helyen minden

lehetséges médon. Ekkor paronként diszjunkt halmazokat kapunk,
mert ha v és w egy-egy megvaltoztatottja egyenld lenne,

akkor v és w csak d — 1 helyen térhetne el. Igy |C|q?! < ¢". [
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

t
Ha 2t < d, akkor ¢" % = % Z (n) (g — 1
i=0
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

t
Ha 2t < d, akkor ¢" % = % Z <n> (g — 1
i=0

15.* el8adas
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Bizonyitas
Legyen w kodsz6 és 0 </ < t.
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

n t n )
Ha 2t < d, akkor ¢" % = q > <>(q —1).
i=0

Bizonyitas
Legyen w kédszé és 0 < / < t. Valasszunk ki i koordinatat,
és ezeken a helyeken valtoztassuk meg w-t tetszélegesen.
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

n t n o
Ha 2t < d, akkor ¢" % = ‘qa > ()(q —1)".
i=0

Bizonyitas
Legyen w kédszé és 0 < / < t. Valasszunk ki i koordinatat,

és ezeken a helyeken valtoztassuk meg w-t tetszélegesen.
A kapott halmazok 2t < d miatt paronként diszjunktak lesznek. [
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

n t o
Ha 2t < d, akkor ¢" % = ‘qa > <n>(q —1)".
=0
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Bizonyitas

Legyen w kédszé és 0 < / < t. Valasszunk ki i koordinatat,

és ezeken a helyeken valtoztassuk meg w-t tetszélegesen.

A kapott halmazok 2t < d miatt paronként diszjunktak lesznek.

Perfekt kod: egyenléség all,
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

n t X
Ha 2t < d, akkor ¢" % = ‘qa > <n>(q —1).
=0

18 / 30

Bizonyitas

Legyen w kédszé és 0 < / < t. Valasszunk ki i koordinatat,

és ezeken a helyeken valtoztassuk meg w-t tetszélegesen.

A kapott halmazok 2t < d miatt paronként diszjunktak lesznek.

Ol

Perfekt kod: egyenléség all, azaz minden v € Q" széhoz
van téle legfeljebb ¢ Hamming-tavolsagra esé kédszé.
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

€l

9"~ (n :
Ha 2t < d, akkor ¢" %k = - > <>(q —1).
=0
Bizonyitas |
Legyen w kédszé és 0 < / < t. Valasszunk ki i koordinatat,

és ezeken a helyeken valtoztassuk meg w-t tetszélegesen.
A kapott halmazok 2t < d miatt paronként diszjunktak lesznek. [

Perfekt kod: egyenléség all, azaz minden v € Q" széhoz
van téle legfeljebb ¢ Hamming-tavolsagra esé kédszé.
Példaul a korabban latott ,haromszorozd” kéd perfekt.
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

n t X
Ha 2t < d, akkor ¢" % = ‘qa > <n>(q —1).
=0

Bizonyitas |
Legyen w kédszé és 0 < / < t. Valasszunk ki i koordinatat,

és ezeken a helyeken valtoztassuk meg w-t tetszélegesen.

A kapott halmazok 2t < d miatt paronként diszjunktak lesznek. [

Perfekt kod: egyenléség all, azaz minden v € Q" széhoz
van téle legfeljebb ¢ Hamming-tavolsagra esé kédszé.
Példaul a korabban latott ,haromszorozd” kéd perfekt.
A Golay-kédok perfektek (lasd 9.4.7. Definici6).
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Perfekt kodok

9.1.7. Hamming-korlat

n t n X
Ha 2t < d, akkor ¢" % = ‘qa > ()(q —1).
i=0

Bizonyitas |
Legyen w kédszé és 0 < / < t. Valasszunk ki i koordinatat,

és ezeken a helyeken valtoztassuk meg w-t tetszélegesen.

A kapott halmazok 2t < d miatt paronként diszjunktak lesznek. [

Perfekt kod: egyenléség all, azaz minden v € Q" széhoz

van téle legfeljebb ¢ Hamming-tavolsagra esé kédszé.

Példaul a korabban latott ,haromszorozd” kéd perfekt.

A Golay-kédok perfektek (lasd 9.4.7. Definici6).

Elég, ha egy kéd csak ,kdzel perfekt” (de mas szempontbdl jobb.)



Ha Q egy véges test

(o> B o«

Q>
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Szisztematikus kédolas: Gu elsé k koordinataja v,

azaz ,ellen6rzé betiiket” irunk a kédolandé szé utan.

llyenkor G elsé k sora az egységmatrix.

Ez nem csorbitja az altalanossagot (9.2.4. Gyakorlat).

Példa: A haromszorozé” kédolas generatormatrixa (1 1 1)T.
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9.2.5. Definicié

A P c Qn=Kxn 3 C linedris kéd (paritas)ellen6rzé matrixa,
ha magtere C, vagyis v e C < Pv =0.

M
P=[-M E, 4| ellenérzé métrix lesz. Altalaban adott G-hez
P akkor j6, ha rangja n — k és PG = 0 (9.2.6. Gyakorlat, HF).

. . . E
Ha egy szisztematikus kéd generatormatrixa G = { k}, akkor

9.2.7. Allitas
Egy P ellenérzé matrixt kéd minimalis tavolsaga
a legkisebb olyan d, melyre P-ben van d Gsszefiigg6 oszlop.

Bizonyitas: Oszlopok egy rendszere akkor linearisan dsszefiiggd,
ha van olyan nem nulla kédszé, amelyben a t&bbi oszlopnak
megfelelé komponensben nulla all. O
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9.2.8. Detinicié
Legyen Q véges test é&s m > 2.
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i (7>(q—1)i1+n(q—1)q”kqm.

i=0
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9.2.8. Definicié

Legyen @ véges test és m > 2. A P matrix oszlopai legyenek
azok a Q™-beli vektorok, amelyek els6 nem nulla komponense 1.
A Hamming-kéd a P magtere.

Feltehetd, hogy az utolsé m oszlop az egységmatrix.
Az oszlopok szama n = (¢™ —1)/(q — 1) =1+q+ ...+ g™ .
A magtér (azaz a kéd) dimenzidja tehat k = n — m.
Mivel az oszlopokat ,lenormaltuk”, barmely két oszlop fiiggetlen.
Ezért a Hamming-kéd minimalis tavolsaga (legalabb) 3.
Tehat ez 1-hibajavité kéd, és perfekt is, mert

1

n i n— m

Z(,)(q—l) =1+4+n(qg—1)=q"*=q".

i=0
Ha m = g = 2, akkor a ,haromszorozé” kédot kapjuk.
A Singleton-korlatban csak m = 2 esetén lesz egyenl@ség.
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Dekédolas

Az 1-hibajavité Hamming-kéd ellen6rz6 matrixa P = [—M Em],
Ex
M

Erkezik v + h, ahol h a hiba. Feltessziik, hogy csak 1 betii
valtozott, azaz h-nak csak az /-edik komponense \; = 0.
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A polinomkéd fogalma

9.3.1. Detinicié
Legyen Q egy véges test.
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Legyen o #~ 0 olyan eleme a @ test egy b&vitésének, melynek
rendje a szorzésra legalabb n.
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Q =Zy, K=1{0,1,a, 3} a négyelemii test.
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Ha @ = K, akkor is a hdromszorozé kédot kapjuk, de 4 betiivel.
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g € Q[x] polinomnak gydke v, o, ... a9, akkor

a g generatori polinomkdd minimalis tavolsaga legalabb d.

9.3.7. Példa

Q =7y, K=1{0,1,c, 3} a négyelemii test. Ekkor o rendje 3.
Legyen g(x) = x*> + x +1 = (x — a)(x — B), gydke a® = j is.
Ezért d =3 < n, g foka 2 = n — k, legyen n =3, igy k = 1.
Ez a haromszorozé kéd, aminek a minimalis tavolsaga 3.

Ha @ = K, akkor is a hdromszorozé kédot kapjuk, de 4 betiivel.
Binaris lizenetet kétbites részekre vagva kédolhatunk:
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rendje a szorzésra legalabb n. Ha d < n, és egy n — k fokd
g € Q[x] polinomnak gydke v, o, ... a9, akkor

a g generatori polinomkdd minimalis tavolsaga legalabb d.

9.3.7. Példa

Q =7y, K=1{0,1,c, 3} a négyelemii test. Ekkor o rendje 3.
Legyen g(x) = x*> + x +1 = (x — a)(x — B), gydke a® = j is.
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Ha @ = K, akkor is a hdromszorozé kédot kapjuk, de 4 betiivel.
Binaris lizenetet kétbites részekre vagva kédolhatunk:
000,101, a+ 10, 8+ 11
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9.3.3. Allitas

Legyen o #~ 0 olyan eleme a @ test egy b&vitésének, melynek
rendje a szorzésra legalabb n. Ha d < n, és egy n — k fokd
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Q =7y, K=1{0,1,c, 3} a négyelemii test. Ekkor o rendje 3.
Legyen g(x) = x*> + x +1 = (x — a)(x — B), gydke a® = j is.
Ezért d =3 < n, g foka 2 = n — k, legyen n =3, igy k = 1.
Ez a haromszorozé kéd, aminek a minimalis tavolsaga 3.

Ha @ = K, akkor is a hdromszorozé kédot kapjuk, de 4 betiivel.
Binaris lizenetet kétbites részekre vagva kédolhatunk:

04 00, 14 01, a <> 10, B <> 11 (azaz aa + b <> ab).
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A becslés bizonyitasa

Mivel a kéd linearis, azt kell belatni, hogy a nem nulla kédszavak
salya legalabb d,
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A becslés bizonyitasa

Mivel a kéd linearis, azt kell belatni, hogy a nem nulla kédszavak
silya legalabb d, vagyis ha egy 0 # f € Q[x]-nek gydke o'
(1<i<d),
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A becslés bizonyitasa

Mivel a kéd linearis, azt kell belatni, hogy a nem nulla kédszavak
stlya legalabb d, vagyis ha egy 0 # f € Q[x]-nek gyoke o'
(1 <7 < d), akkor f-nek legalabb d nem nulla egyiitthatéja van.
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silya legalabb d, vagyis ha egy 0 # f € Q[x]-nek gydke o'

(1 <7 < d), akkor f-nek legalabb d nem nulla egyiitthatéja van.
Legyen f(x) = vix"™ + ... 4 v,x"" (a nem nulla egyiitthatékat
irtuk ki),
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A becslés bizonyitasa

Mivel a kéd linearis, azt kell belatni, hogy a nem nulla kédszavak
silya legalabb d, vagyis ha egy 0 # f € Q[x]-nek gydke o'

(1 <7 < d), akkor f-nek legalabb d nem nulla egyiitthatéja van.
Legyen f(x) = vix"™ + ... 4 v,x"" (a nem nulla egyiitthatékat
irtuk ki), és tegyiik fol indirekt, hogy m < d.
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(1 <7 < d), akkor f-nek legalabb d nem nulla egyiitthatéja van.
Legyen f(x) = vix"™ + ... 4 v,x"" (a nem nulla egyiitthatékat
irtuk ki), és tegyiik fol indirekt, hogy m < d. Tehat

via'™ + wa'™ 4+ 4 vpad™ =0 (1< i<d).
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Mivel a kéd linearis, azt kell belatni, hogy a nem nulla kédszavak
silya legalabb d, vagyis ha egy 0 # f € Q[x]-nek gydke o'
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Legyen f(x) = vix"™ + ... 4 v,x"" (a nem nulla egyiitthatékat
irtuk ki), és tegyiik fol indirekt, hogy m < d. Tehat

via'™ + wa'™ 4+ 4 vpad™ =0 (1< i<d).
Ez linearis egyenletrendszer a vy, ..., v,, ismeretlenekre.
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A becslés bizonyitasa

Mivel a kéd linearis, azt kell belatni, hogy a nem nulla kédszavak
silya legalabb d, vagyis ha egy 0 # f € Q[x]-nek gydke o'
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irtuk ki), és tegyiik fol indirekt, hogy m < d. Tehat

via'™ + wa'™ 4+ 4 vpad™ =0 (1< i<d).
Ez linearis egyenletrendszer a vy, . . ., V ismeretlenekre.

Vegyiik az els6 m egyenletet, m < d miatt ezt megtehetjiik.
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Vegyiik az els6 m egyenletet, m < d miatt ezt megtehetjiik.
Az egyenletrendszer determindnsa o™ """ [T, (a" —a),
mert ha az /-edik oszlopbdl o"i-t kiemeliink minden i-re,

akkor Vandermonde-determindns marad.
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Mivel f egyiitthat6i kédszot alkotnak, f foka legfeljebb n — 1,
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sem nulla,
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sem nulla, azaz det(M) # 0.



Polinomkéd Lin. és absztrakt algebra 15.* el8adas 25 / 30

A becslés bizonyitasa

Mivel a kéd linearis, azt kell belatni, hogy a nem nulla kédszavak
silya legalabb d, vagyis ha egy 0 # f € Q[x]-nek gydke o'
(1 <7 < d), akkor f-nek legalabb d nem nulla egyiitthatéja van.
Legyen f(x) = vix"™ + ... 4 v,x"" (a nem nulla egyiitthatékat
irtuk ki), és tegyiik fol indirekt, hogy m < d. Tehat

via'™ + wa'™ 4+ 4 vpad™ =0 (1< i<d).
Ez linearis egyenletrendszer a vy, ..., v,, ismeretlenekre.
Vegyiik az els6 m egyenletet, m < d miatt ezt megtehetjiik.
Az egyenletrendszer determindnsa o™ """ [T, (a" —a),
mert ha az /-edik oszlopbdl o"i-t kiemeliink minden i-re,
akkor Vandermonde-determinans marad.
Mivel f egyiitthat6i kédszot alkotnak, f foka legfeljebb n — 1,
igy minden n; < n. De o(«) > n, ezért a szorzat egyik tényezGje
sem nulla, azaz det(M) # 0. Ekkor a homogén egyenletrendszernek
csak trividlis megoldasa van,
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BCH- és Reed-Solomon-kéd

9.3.5. és 9.3.6. Definicié
Legyen 0 # « legalabb n rendi elem @ egy bdvitésében,
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9.3.5. és 9.3.6. Definicié

Legyen 0 +# « legalabb n rendii elem @ egy bdvitésében, d < n,
és g(x) az o, a?, ..., a9t Q folstti minimalpolinomjainak

legkisebb kdzos tobbszordse,
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és g(x) az o, a?, ..., a9t Q folstti minimalpolinomjainak

legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
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9.3.5. és 9.3.6. Definicié

Legyen 0 +# « legalabb n rendii elem @ egy bdvitésében, d < n,
és g(x) az o, a?, ..., a9t Q folstti minimalpolinomjainak

legkisebb kdz0s tobbszordse, végiil k = n — gr(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.
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9.3.5. és 9.3.6. Definicié

Legyen 0 +# « legalabb n rendii elem @ egy bdvitésében, d < n,

és g(x) az o, a?, ..., 971 Q f6l6tti minimalpolinomjainak

legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.

(Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem a felfedezsk.)
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BCH- és Reed-Solomon-kéd

9.3.5. és 9.3.6. Definicié

Legyen 0 +# « legalabb n rendii elem @ egy bdvitésében, d < n,

és g(x) az o, a?, ..., a9t Q folstti minimalpolinomjainak

legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.
(Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem a felfedezsk.)

A d szdm a kéd tervezett tavolsiga.
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Ha oo € Q
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legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.
(Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem a felfedezsk.)

A d szdm a kéd tervezett tavolsiga.

Ha a € Q ésigy g(x) = (x — a)(x — a?)...(x — a?71),
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legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.
(Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem a felfedezsk.)

A d szdm a kéd tervezett tavolsiga.

Ha a € Q ésigy g(x) = (x — a)(x — a?)...(x — a?71),
akkor a Reed—Solomon-kédot kapjuk.
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9.3.5. és 9.3.6. Definicié
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legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.
(Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem a felfedezsk.)

A d szdm a kéd tervezett tavolsiga.

Ha a € Q ésigy g(x) = (x — a)(x — a?)...(x — a?71),
akkor a Reed—Solomon-kédot kapjuk.

Mivel gr(g) = d — 1, a Reed-=Solomon-kéd minimalis tavolsaga d.
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Ha a € Q ésigy g(x) = (x — a)(x — a?)...(x — a?71),
akkor a Reed—Solomon-kédot kapjuk.

Mivel gr(g) = d — 1, a Reed-=Solomon-kéd minimalis tavolsaga d.

A Singleton-korlatban egyenléség all: n — k = d — 1,
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9.3.5. és 9.3.6. Definicié

Legyen 0 +# « legalabb n rendii elem @ egy bdvitésében, d < n,

és g(x) az o, a?, ..., 971 Q f6l6tti minimalpolinomjainak

legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.
(Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem a felfedezsk.)

A d szdm a kéd tervezett tavolsiga.

Ha a € Q ésigy g(x) = (x — a)(x — a?)...(x — a?71),
akkor a Reed—Solomon-kédot kapjuk.

Mivel gr(g) = d — 1, a Reed-=Solomon-kéd minimalis tavolsaga d.

A Singleton-korlatban egyenléség all: n — k = d — 1,
ezért ez a kod ebbdl a szempontbdl optimalis.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd

9.3.5. és 9.3.6. Definicié

Legyen 0 +# « legalabb n rendii elem @ egy bdvitésében, d < n,

és g(x) az o, a?, ..., 971 Q f6l6tti minimalpolinomjainak

legkisebb kézss tobbszorose, végiil k — n — or(g).
A g generatort n hosszi kéd neve: BCH-kdd.
(Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem a felfedezsk.)

A d szdm a kéd tervezett tavolsiga.

Ha a € Q ésigy g(x) = (x — a)(x — a?)...(x — a?71),
akkor a Reed—Solomon-kédot kapjuk.

Mivel gr(g) = d — 1, a Reed—Solomon-kéd minimalis tavolsaga d.
A Singleton-korlatban egyenléség all: n — k = d — 1,

ezért ez a kod ebbdl a szempontbdl optimalis.

Ugyanakkor a betiik szdma tobb, mint a BCH-kéd esetében.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

@ = Z», K a nyolcelemi test,
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

0.3.8. Példa
Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3 4+ x4 1.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3 4+ x4 1.
Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3 4+ x4 1.
Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(«) = 7.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = X34+ x+ 1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = X34+ x+ 1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 —3 = 4.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = X34+ x+ 1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = X34+ x+ 1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb foki, igy k kisebb lenne).
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = X34+ x+ 1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb foki, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = X34+ x+ 1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb foki, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.
Ez Reed-Solomon-kéd, n =7 és k =7 — 2 = 5.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3+ x+1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb foki, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.
Ez Reed-Solomon-kéd, n =7 és k =7 — 2 = 5.
K elemeit harom hosszii 0-1-sorozatok kédoljak.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3+ x+1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb foki, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.
Ez Reed-Solomon-kéd, n =7 és k =7 — 2 = 5.

K elemeit harom hosszii 0-1-sorozatok kédoljak.

A kédszavak hossza 7 - 3 = 21 bit.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3+ x+1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb foki, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.

Ez Reed-Solomon-kéd, n =7 és k =7 — 2 = 5.

K elemeit harom hosszii 0-1-sorozatok kédoljak.

A kédszavak hossza 7 - 3 = 21 bit. A BCH-nal csak 7 bit (ez jobb).
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3+ x+1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb foki, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.

Ez Reed-Solomon-kéd, n =7 és k =7 — 2 = 5.

K elemeit harom hosszii 0-1-sorozatok kédoljak.

A kédszavak hossza 7 - 3 = 21 bit. A BCH-nal csak 7 bit (ez jobb).

N bites iizenet kédja a BCH kédnal (7/4)N bites lesz.
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3+ x+1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb fokq, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.

Ez Reed-Solomon-kéd, n =7 és k =7 — 2 = 5.

K elemeit harom hosszii 0-1-sorozatok kédoljak.

A kédszavak hossza 7 - 3 = 21 bit. A BCH-nal csak 7 bit (ez jobb).

N bites iizenet kédja a BCH kédnal (7/4)N bites lesz.
A Reed-Solomon-kédnal csak (7/5)N bites (ez jobb).
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BCH- és Reed-Solomon-kéd: Példa

9.3.8. Példa

Q = Zp, K a nyolcelemi test, g(x) = x3+ x+1.

Legyen o € K gydke g-nek. Ekkor g(x) = (x —a)(x —a?)(x — a*).
Mivel K* rendje a 7 prim, o(a) = 7. Igy n = 7 és d = 3 megfelels,
ekkor k =7 — 3 = 4. Ez BCH-kéd kételemii abécével.

(d > 3 esetén g(x) magasabb fokq, igy k kisebb lenne).

Ha Q = K, akkor g(x) = (x — a)(x — a?) is megfelels.

Ez Reed-Solomon-kéd, n =7 és k =7 — 2 = 5.

K elemeit harom hosszii 0-1-sorozatok kédoljak.

A kédszavak hossza 7 - 3 = 21 bit. A BCH-nal csak 7 bit (ez jobb).

N bites iizenet kédja a BCH kédnal (7/4)N bites lesz.
A Reed-Solomon-kédnal csak (7/5)N bites (ez jobb).
Hogy melyik kéd jobb, a csatorna hibainak jellegétsl is fiigg.
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz
Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az.
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
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Ciklikus kédok, CRC
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9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valéban, ha o” = 1, akkor m,i(x) | x" — 1,



Polinomkéd

Ciklikus kédok, CRC
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9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:
ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:
ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,
ha x” — 1| p(x)v(x).




Polinomkéd Lin. és absztrakt algebra 15.* el8adas 28 / 30

Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:
ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,
ha x” — 1 | p(x)v(x). Nyilvan B : v — pv mod (x" — 1) linearis.
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:

ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,

ha x” — 1 | p(x)v(x). Nyilvan B : v — pv mod (x" — 1) linearis.
Ez lehet8vé teszi az ellen8rzé matrix felirasat.
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:

ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,

ha x” — 1 | p(x)v(x). Nyilvan B : v — pv mod (x" — 1) linearis.
Ez lehet8vé teszi az ellen8rzé matrix felirasat.

Szisztematikussa is tehetd a kédolas (9.4.4, 9.4.5.).
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:

ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,

ha x” — 1 | p(x)v(x). Nyilvan B : v — pv mod (x" — 1) linearis.
Ez lehet8vé teszi az ellen8rzé matrix felirasat.

Szisztematikussa is tehetd a kédolas (9.4.4, 9.4.5.).
Ez a CRC (Cyclic Redundancy Check, CCITT szabvany).
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:

ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,

ha x” — 1 | p(x)v(x). Nyilvan B : v — pv mod (x" — 1) linearis.
Ez lehet8vé teszi az ellen8rzé matrix felirasat.

Szisztematikussa is tehetd a kédolas (9.4.4, 9.4.5.).
Ez a CRC (Cyclic Redundancy Check, CCITT szabvany).
Merevlemez kontroller: g foka 15.
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Ciklikus kédok, CRC

9.4. Szakasz

Ciklikus kéd: kédszé ciklikus permutaltja is az. A ciklikus linearis
kédok azok, melyek generatorpolinomja osztéja x” — 1-nek.

Ha a BCH-kédban o rendje pontosan n, akkor a kéd ciklikus.
Valdban, ha o” = 1, akkor m_i(x) | x” — 1, ezért g(x) | x" — 1.

Legyen x” — 1 = g(x)p(x), ekkor p ellen6rzé polinom lesz:

ha gr(v) < n, akkor v pontosan akkor van benne a kédban,

ha x” — 1 | p(x)v(x). Nyilvan B : v — pv mod (x" — 1) linearis.
Ez lehet8vé teszi az ellen8rzé matrix felirasat.

Szisztematikussa is tehetd a kédolas (9.4.4, 9.4.5.).

Ez a CRC (Cyclic Redundancy Check, CCITT szabvany).
Merevlemez kontroller: g foka 15.

Ethernet packetek, tivegszal (FDDI), pkzip: g foka 32.
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A CD matematikaja

9.5. Szakasz
Legyen m(x) = x® + x* + x3 + x2 + 1 € Zy[x],
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A CD matematikaja

9.5. Szakasz
Legyen m(x) = x® + x* + x® + x? + 1 € Z»[x], ez irreducibilis.
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A CD matematikaja

9.5. Szakasz

Legyen m(x) = x® + x* + x® + x? + 1 € Z»[x], ez irreducibilis.
Ezért Q = Fosg = 7> [x]/(m),
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A CD matematikaja

9.5. Szakasz

Legyen m(x) = x® + x* + x® + x? + 1 € Z»[x], ez irreducibilis.
Ezért Q = Fase = Zo[x]/(m), legyen o € Q gydke m-nek.
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A CD matematikaja

9.5. Szakasz

Legyen m(x) = x® + x* + x3 + x? + 1 € Zy[x], ez irreducibilis.
Ezért Q = Fase = Zo[x]/(m), legyen o € Q gydke m-nek.
Ekkor minden betii egy byte, azaz egy 8-bites sz6.
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A CD matematikaja

9.5. Szakasz

Legyen m(x) = x® + x* + x3 + x? + 1 € Zy[x], ez irreducibilis.
Ezért Q = Fase = Zo[x]/(m), legyen o € Q gydke m-nek.
Ekkor minden betii egy byte, azaz egy 8-bites sz6.
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Legyen m(x) = x® + x* + x3 + x? + 1 € Zy[x], ez irreducibilis.
Ezért Q = Fase = Zo[x]/(m), legyen o € Q gydke m-nek.
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Azaz n — k = 4, és az a-hoz tartozé Reed—Solomon-kédban

n < o(a) = 255 lehetséges.

A CD-ken egymas utan kétféle kédot is hasznalnak:

az n értéke egyszer 28, egyszer 32.

Mindkétszer a kodatflizés modszerével is 6tvozik.

A végén 8 < 14 bites atalakité tablazat.

Jobb lejatszénak jobb dekddere lehet (tobb hibat javit).
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Az algebrai kédelmélet alapjai.
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