Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 1/23

Linearis és absztrakt algebra, normal
ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

Elsadé: Kiss Emil
Konzultacié: ewwkiss@gmail.com

https://algebra.elte.hu/nyitolap/oktatas-szakdolgozat/linearis-es-absztrakt-algebra/

14 * elsadas


https://algebra.elte.hu/nyitolap/oktatas-szakdolgozat/linearis-es-absztrakt-algebra/

Testbdvitések Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 2 /23
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Diofantikus egyenletek vizsgalatakor hasznos a szorzattd bontast
C résztesteiben elvégezni, pl. x? + y? = (x + iy)(x — iy).

A hibajavit6 kédok elméletében a véges testek jatszanak szerepet.

Ezekben az alkalmazéasokban tipikusan egy test résztesteit kell
felderiteni, vagy olyan kérdésekre adni valaszt, hogy /2 felirhaté-e
racionalis szamokbdl kiindulva négyzetgydkvonasok segitségével.
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Reciprokra zartsag: keriilg aton.
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a-+ bi
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: L 1 a— byu
Reciprokképzés: 2t by = 2y
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1 —b
Reciprokképzés: 2t by = 32 — [;ég Lehet-e a°> — b?u = 07




a,b,UGQ, a_i_b\/ﬂ#o

(O < <=

«E>»

Q>
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a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? )
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A reciprok Q(+/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
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Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).



Testbdvitések Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 5 /23

A reciprok Q(+/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:

Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.
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Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.

Ha nem, akkor az a + b\/u el8allitas egyértelmdi.
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a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.

Ha nem, akkor az a + b\/u el8allitas egyértelmdi.
Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.
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A reciprok Q(+/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.

Ha nem, akkor az a + b\/u el8allitas egyértelmdi.
Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.
Ha b = d, akkor a = c.
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a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.
Ha nem, akkor az a + b\/u el8allitas egyértelmdi.

Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.
Ha b = d, akkor a = c. Ha nem: \/u = (a—¢)/(d — b) € Q lenne.
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a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? )

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.
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Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.
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Ezért ha a — b\/u =0, akkor a = b =0, és a+ b\/u is nulla lenne.

V




Testbdvitések Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 5 /23

A reciprok Q(+/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
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Ha nem, akkor az a + b\/u el8allitas egyértelmdi.

Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.

Ha b = d, akkor a = c. Ha nem: \/u = (a—¢)/(d — b) € Q lenne.
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Vagyis az a + b./u szdmok mindenképpen testet alkotnak.

V
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a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.
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Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.

Ha b = d, akkor a = c. Ha nem: \/u = (a—¢)/(d — b) € Q lenne.
Ezért ha a — b\/u =0, akkor a = b =0, és a+ b\/u is nulla lenne.
Vagyis az a + b./u szdmok mindenképpen testet alkotnak.

Fontos lenne Q(«) elemeit j6l kezelhets, egyértelmii alakban f6lirni.
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A reciprok Q(+/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.

Ha nem, akkor az a + b\/u elallitas egyértelmdi.

Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.

Ha b = d, akkor a = c. Ha nem: \/u = (a—¢)/(d — b) € Q lenne.
Ezért ha a — b\/u =0, akkor a = b =0, és a+ b\/u is nulla lenne.
Vagyis az a + b./u szdmok mindenképpen testet alkotnak.

Fontos lenne Q(«) elemeit j6l kezelhets, egyértelmii alakban f6lirni.

Pl. Q(¥/2) = {a+bV2+cV4: ab,cecQ};
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A reciprok Q(+/u)-ban van-e

a,b,u € Q, a+ by/u # 0. Eléfordulhat-e, hogy a®> — b>u = 0? J

Elsfordulhat! Példaul ha a =2, b=1, u = 4.
De ekkor sincs baj, mert a + by/u = 4 reciproka 1/4 € Q(\/4).

Két eset van:
Ha /u € Q, akkor Q(\/u) = Q, ami test.

Ha nem, akkor az a + b\/u elallitas egyértelmdi.

Valéban: a+ by/u=c+dy/u = a—c=(d— b)y/u.

Ha b = d, akkor a = c. Ha nem: \/u = (a—¢)/(d — b) € Q lenne.
Ezért ha a — b\/u =0, akkor a = b =0, és a+ b\/u is nulla lenne.
Vagyis az a + b./u szdmok mindenképpen testet alkotnak.

Fontos lenne Q(«) elemeit j6l kezelhets, egyértelmii alakban f6lirni.
Pl: Q(¥/2) = {a+bv2+cV4 : a,b,cecQ}; a,b,c egyértelmd.
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6.1.11. Definicié
Legyen K részteste L-nek
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6.1.11. Definicié

Legyen K részteste L-nek (fépélda: Q < C).
Az o € L algebrai K f6l6tt, ha van olyan nem nulla f € K|x],
melyre f(a) = 0.
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6.1.11. Definicié

Legyen K részteste L-nek (fépélda: Q < C).
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Minimalpolinom test folott

6.1.11. Definicié

Legyen K részteste L-nek (fépélda: Q < C).
Az o € L algebrai K f6l6tt, ha van olyan nem nulla f € K|x],
melyre f(a) = 0. Kiildnben « transzcendens K {6l6tt.

6.1.13. Tétel, 5.10.10. Tétel

Egy K folott algebrai v € L elem m, minimalpolinomja K folott
a legalacsonyabb fokd olyan normalt,
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6.1.11. Definicié

Legyen K részteste L-nek (fépélda: Q < C).
Az o € L algebrai K f6l6tt, ha van olyan nem nulla f € K|x],
melyre f(a) = 0. Kiildnben « transzcendens K {6l6tt.

6.1.13. Tétel, 5.10.10. Tétel

Egy K folott algebrai v € L elem m, minimalpolinomja K folott
a legalacsonyabb fokid olyan normalt, K[x]-beli polinom,
amelynek o gyoke.
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6.1.11. Definicié
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6.1.13. Tétel, 5.10.10. Tétel

Egy K folott algebrai v € L elem m, minimalpolinomja K folott
a legalacsonyabb fokid olyan normalt, K[x]-beli polinom,
amelynek o gyoke.

Minden f € K[x]-re f(a) =0 <= m, | f.




Egyszerii testbdvités Lin. és absztrakt algebra 14 .* eldadas 6 /23

Minimalpolinom test folott

6.1.11. Definicié

Legyen K részteste L-nek (fépélda: Q < C).
Az o € L algebrai K f6l6tt, ha van olyan nem nulla f € K|x],
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Egy K folott algebrai v € L elem m, minimalpolinomja K folott
a legalacsonyabb fokid olyan normalt, K[x]-beli polinom,
amelynek o gyoke.

Minden f € K[x]-re f(a) =0 <= m, | f.

A minimalpolinom egyértelmiien meghatéarozott.
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Az o € L algebrai K f6l6tt, ha van olyan nem nulla f € K|x],
melyre f(a) = 0. Kiildnben « transzcendens K fol5tt.

6.1.13. Tétel, 5.10.10. Tétel

Egy K folott algebrai v € L elem m, minimalpolinomja K folott
a legalacsonyabb fokid olyan normalt, K[x]-beli polinom,
amelynek o gyoke.

Minden f € K[x]-re f(a) =0 <= m, | f.

A minimalpolinom egyértelmiien meghatéarozott.

Ha f € K|[x] normalt és f(«) = 0, akkor f = m,,

pontosan akkor teljesiil, ha 7 irreducibilis K folott.




Egyszerii testbdvités Lin. és absztrakt algebra 14 .* eldadas 6 /23

Minimalpolinom test folott

6.1.11. Definicié

Legyen K részteste L-nek (fépélda: Q < C).
Az o € L algebrai K f6l6tt, ha van olyan nem nulla f € K|x],
melyre f(a) = 0. Kiildnben « transzcendens K {6l6tt.

6.1.13. Tétel, 5.10.10. Tétel

Egy K folott algebrai v € L elem m, minimalpolinomja K folott
a legalacsonyabb fokid olyan normalt, K[x]-beli polinom,
amelynek o gyoke.

Minden f € K[x]-re f(a) =0 <= m, | f.

A minimalpolinom egyértelmiien meghatéarozott.

Ha f € K|[x] normalt és f(«) = 0, akkor f = m,,

pontosan akkor teljesiil, ha 7 irreducibilis K folott.

A bizonyitas ugyanaz, mint a mar latott ) < C esetben.
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6.1.16. Tétel
Legyen K részteste L-nek, oo € L algebrai
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6.1.16. Tétel
Legyen K részteste L-nek, ov € L algebrai és n = gr(m,).
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, oo € L algebrai és n = gr(m,,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték
ag + aia+ ...+ ap_1a" ! alakban, ahol ag, a1, ...,an_1 € K.
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, oo € L algebrai és n = gr(m,,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték
ag + aia+ ...+ ap_1a" ! alakban, ahol ag, a1, ...,an_1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, oo € L algebrai és n = gr(m,,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték
ag+ aia + ...+ a,_1a" ! alakban, ahol ag, a1,...,a,—1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(a) ésa € T.
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, oo € L algebrai és n = gr(m,,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték
ag+ aia + ...+ a,_1a" ! alakban, ahol ag, a1,...,a,—1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(«) és o € T. Kell: T test.
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, oo € L algebrai és n = gr(m,,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték
ag + aia+ ...+ ap_1a" ! alakban, ahol ag, a1, ...,an_1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(«) és o € T. Kell: T test.
Legyen f(x) = by + bix + ...+ bx* € K[x].
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, v € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték
ag+ aia + ...+ a,_1a" ! alakban, ahol ag, a1,...,a,—1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(«) és o € T. Kell: T test.

Legyen f(x) = by + bix + ...+ bx* € K[x].

Ekkor f(a) = by + bia + ... + ba® az o egy polinomja.
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, v € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték
ag+ aia + ...+ a,_1a" ! alakban, ahol ag, a1,...,a,—1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(«) és o € T. Kell: T test.

Legyen f(x) = by + bix + ...+ bx* € K[x].

Ekkor f(a) = by + bia + ... + ba® az o egy polinomja.

Az « minden polinomja benne van T-ben.
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, v € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték

ag + aia+ ...+ ap_1a" ! alakban, ahol ag, a1, ...,an_1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(«) és o € T. Kell: T test.

Legyen f(x) = by + bix + ...+ bx* € K[x].

Ekkor f(a) = by + bia + ... + ba® az o egy polinomja.

Az v minden polinomja benne van T-ben. Valéban:
ha f € K[x] akkor f(x) = ma(x)q(x) + (ag + ... + a,_1x" 1)
(maradékos osztas).
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Elem normalalakja

6.1.16. Tétel

Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor K () elemei egyértelmiien fdlirhaték

ag + aia+ ...+ ap_1a" ! alakban, ahol ag, a1, ...,an_1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(«) és o € T. Kell: T test.

Legyen f(x) = by + bix + ...+ bx* € K[x].

Ekkor f(a) = by + bia + ... + ba® az o egy polinomja.

Az o minden polinomja benne van T-ben. Valéban:
ha f € K[x] akkor f(x) = ma(x)q(x) + (ag + ... + a,_1x" 1)
(maradékos osztas). Innen f(a) =ag + ... +a, 1"t € T.
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Legyen K részteste L-nek, v € L algebrai és n = gr(m,).
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ag + aia+ ...+ ap_1a" ! alakban, ahol ag, a1, ...,an_1 € K.
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ha f € K[x] akkor f(x) = ma(x)q(x) + (ag + ... + a,_1x" 1)
(maradékos osztas). Innen f(a) =ag+ ... +a, 10" 1 € T.

lgy T az o (K-beli egyiitthatés) polinomjainak halmaza.
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ag + aia+ ...+ ap_1a" ! alakban, ahol ag, a1, ...,an_1 € K.

Jelslie T az ag + ajov + ... + a,_1a" ! alaki elemek halmazat.
Nyilvan K C T C K(«) és o € T. Kell: T test.

Legyen f(x) = by + bix + ...+ bx* € K[x].

Ekkor f(a) = by + bia + ... + ba® az o egy polinomja.

Az v minden polinomja benne van T-ben. Valéban:
ha f € K[x] akkor f(x) = ma(x)q(x) + (ag + ... + a,_1x" 1)
(maradékos osztas). Innen f(a) =ag + ... +a, 1"t € T.

lgy T az o (K-beli egyiitthatés) polinomjainak halmaza.
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f(a)/g(a) = h(a)/k(a) <= f(x)k(x) = g(x)h(x).
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6.1.8. Gyakorlat, HF
(1) (K(2))(B) = K(a, 8) = (K(8)) ()
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v/2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. J

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezért Q C T és /2 € T. Mivel T résztest, igy Q(v/2,v/3) C T

D: Legyen S = Q(v/2,v/3). Ekkor Q C S &s v/2,V/3 € S.
Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. Igy (Q(v/2))(v/3) C S. O

6.1.8. Gyakorlat, HF

(1) (K(@)(B) = K(a, 8) = (K(B))(a)-
(2) K(a,B) = K(a,a + B).
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A generalasfogalom haszna

Kules: Q(v/2,v/3) = (Q(v2))(v3) < C. J

Bizonyitas
C: Legyen T = (Q(v2))(V3). Ekkor V3 € T és Q(v2) C T.
Ezért Q C T és /2 € T. Mivel T résztest, igy Q(v/2,v/3) C T

D: Legyen S = Q(v/2,v/3). Ekkor Q C S &s v/2,V/3 € S.
Mivel S résztest, ezért Q(v/2) C S. Igy (Q(v/2))(v/3) C S. O

6.1.8. Gyakorlat, HF
) (K())(B) = K(a, B) = (K(8)) ()

(1
(2) K(e, B) = K(a, o + ).
(3) Ha a # 0, akkor K(«, 8) = K(a, af).
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Q(v2,/3) elemei

(Q(v2))(V/3) elemei a + v+/3,
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Q(v/2,/3) elemei

(Q(v2))(V/3) elemei a +vv/3, ahol o,y € Q(V2).




General

@(\/5, \/§) elemei

Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 11 /23

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x> — 3 € Q(1/2)[x] polinomnak,
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Q(v2,/3) elemei

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,
igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,




Generalt résztest Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 11 /23

Q(v2,/3) elemei

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \/§n71 képletben n < 2.




Generalt résztest

@(\/5, \/§) elemei
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(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \/§n71 képletben n < 2.

ltt @« = a+ bv/2




Generalt résztest

@(\/5, \/§) elemei
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(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \/§n71 képletben n < 2.

ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.
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@(\/5, \/§) elemei
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(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \/§n71 képletben n < 2.

ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.

Ezért o +vv3 = a + bv/2 + cV/3 + d/6.
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@(\/5, \/§) elemei
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(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \/§n71 képletben n < 2.

ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.

Ezért o + vv/3 = a + b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(+/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.
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@(\/5, \/§) elemei

Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 11 /23

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \@nfl képletben n < 2.
ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.

Ezért o + vv/3 = a+ bv2 + cV/3 + dV/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(+/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \@ml képletben n < 2.

ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.
Ezért o + vv/3 = a + b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(+/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)
Ha K < T testb8vités és o, ..., ay € L algebrai K folott,
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \@ml képletben n < 2.

ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.
Ezért o + vv/3 = a + b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(+/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)
Ha K < T testb8vités és o, ..., ay € L algebrai K folott,

akkor K(avy, ... ) elemei p(aq, ..., ay) alakiak,
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \@ml képletben n < 2.

ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.
Ezért o + vv/3 = a + b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(+/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)
Ha K < T testb8vités és o, ..., ay € L algebrai K folott,

akkor K(avy, ... ) elemei p(aq, ..., ay) alakiak,
ahol p € K[x1, ..., xn],
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@(\/5, \/§) elemei

(Q(V2))(V3) elemei a + vv/3, ahol a, v € Q(v2).
Valéban: /3 gydke az x? — 3 € Q(v/2)[x] polinomnak,

igy v/3 minimalpolinomja Q(+/2) folott legfeljebb masodfoki,
ezért az ag + a1V3 + ... + ap_1 \@ml képletben n < 2.

ltt & = a+ b\/2 és v = c + d/3, ahol a,b,¢c,d € Q.
Ezért o + vv/3 = a + b2 + ¢cV/3 + dv/6. Vagyis
Q(v2,v/3) = (Q(+/2))(/3) minden eleme ilyen alaka.

Mivel ez test, az ilyen alakd elemek reciproka is ilyen alaka. O

Altalanositas (6.1.22. Gyakorlat)
Ha K < T testb8vités és o, ..., ay € L algebrai K folott,

akkor K(avy, ... ) elemei p(aq, ..., ay) alakiak,
ahol p € K[x1,...,xp|, igy osztasra nincs sziikség.
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)
Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas,
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas, az L elemeinek
a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas, az L elemeinek
a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.

Az Gsszeadas az [-beli dsszeadas, az L elemeinek

a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
E vektortér dimenzidja a testbévités foka,
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.

Az Gsszeadas az [-beli dsszeadas, az L elemeinek

a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
E vektortér dimenzidja a testbévités foka, jele |L : K|.
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.

Az Gsszeadas az [-beli dsszeadas, az L elemeinek

a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
E vektortér dimenzidja a testbévités foka, jele |L : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L algebrai K folstt, akkor |K () : K| = gr(my,).
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.

Az Gsszeadas az [-beli dsszeadas, az L elemeinek

a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
E vektortér dimenzidja a testbévités foka, jele |L : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L algebrai K folstt, akkor |K () : K| = gr(my,).

Bizonyitas
K(a) elemei egyértelmiien ag + aja + ...+ a, 10" alakban
irhatok,
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas, az L elemeinek
a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.

s

E vektortér dimenzidja a testbévités foka, jele |L : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L algebrai K folstt, akkor |K () : K| = gr(my,).

Bizonyitas
K(a) elemei egyértelmiien ag + aja + ...+ a, 10" alakban
irhatdk, ahol ag,a1,...,a, 1 € K
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas, az L elemeinek
a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.

s

E vektortér dimenzidja a testbévités foka, jele |L : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L algebrai K folstt, akkor |K () : K| = gr(my,).

Bizonyitas
K(a) elemei egyértelmiien ag + aja + ...+ a, 10" alakban
irhatdk, ahol ag, a1, ..., 2,1 € K & n = gr(m,).
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.

Az Gsszeadas az [-beli dsszeadas, az L elemeinek

a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.
E vektortér dimenzidja a testbévités foka, jele |L : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L algebrai K folstt, akkor |K () : K| = gr(my,).

Bizonyitas
K(a) elemei egyértelmiien ag + aja + ...+ a, 10" alakban

irhatdk, ahol ag, a1, ..., 2,1 € K & n = gr(m,).
Ezért 1,a,...,a" ! bazis L-ben K f5l5tt,
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A testb@vités, mint vektortér

Allitas (5.10.4. Gyakorlat, HF)

Ha K < L testb@vités, akkor L vektortér K folott.
Az Osszeadas az L-beli dsszeadas, az L elemeinek
a K elemeivel, mint skalarokkal szorzasa az [-beli szorzas.

s

E vektortér dimenzidja a testbévités foka, jele |L : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L algebrai K folstt, akkor |K () : K| = gr(my,).

Bizonyitas

K(a) elemei egyértelmiien ag + aja + ...+ a, 10" alakban
irhatdk, ahol ag, a1, ..., 2,1 € K & n = gr(m,).

Ezért 1,cr,....a" ! bazis L-ben K f5l6tt, elemszama n. ]
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Véges bovités

6.1.18. Definicié
Legyen K részteste L-nek, ov € L algebrai és n = gr(m,).
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szAm az o foka K folott,
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szam az « foka K f6l6tt, jele gr ().
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szam az « foka K f6l6tt, jele gr ().

Tehat gr(a) = |K(a) : K|.
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, ov € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szam az « foka K f6l6tt, jele gr ().

Tehat gr(a) = |K(a) : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L transzcendens K fol6tt, akkor |K () : K| végtelen. J
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szam az « foka K f6l6tt, jele gr ().

Tehat gr(a) = |K(a) : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L transzcendens K fol6tt, akkor |K () : K| végtelen. J

2

Valéban: 1,a,0?, ..., " fiiggetlen K fol5tt minden k-ra.
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, o € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szam az « foka K f6l6tt, jele gr ().

Tehat gr(a) = |K(a) : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L transzcendens K fol6tt, akkor |K () : K| végtelen. J

2

Valéban: 1,a,0?, ..., " fiiggetlen K fol5tt minden k-ra.

6.1.17. Definicié J

K < L véges bévités, ha L véges dimenziés K folott.
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, v € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szam az « foka K f6l6tt, jele gr ().

Tehat gr(a) = |K(a) : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L transzcendens K fol6tt, akkor |K () : K| végtelen. J

2

Valéban: 1,a,0?, ..., " fiiggetlen K fol5tt minden k-ra.

6.1.17. Definicié
K < L véges bovités, ha L véges dimenziés K f6lott. J

Tehat K < K(«) akkor és csak akkor véges bévités,
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Véges bovités

6.1.18. Definicié

Legyen K részteste L-nek, v € L algebrai és n = gr(m,).
Ekkor az n szam az « foka K f6l6tt, jele gr ().

Tehat gr(a) = |K(a) : K|.

6.1.20. Kovetkezmény
Ha o € L transzcendens K fol6tt, akkor |K () : K| végtelen. J

2

Valéban: 1,a,0?, ..., " fiiggetlen K fol5tt minden k-ra.

6.1.17. Definicié J

K < L véges bévités, ha L véges dimenziés K folott.

Tehat K < K(«) akkor és csak akkor véges bévités,
ha « algebrai K folott.
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bovités,
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan
K=Q,
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan
K=Q L=Q(2),
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan
K=Q L=Q(v2), M=/(Q(V2)(3).
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(\2), M=(Q(2)?3).
1, /2 bazis L-ben K folott
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(v2), M=(QV2)(V3)
1,/2 bazis L-ben K folstt (mert /2 ¢ Q).
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(\2), M=(QV2)HV3).
1,/2 bazis L-ben K folstt (mert /2 ¢ Q).
1,1/3 bazis M-ben L folott
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.
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A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(2), M=(Q(2)H3).
1,/2 bazis L-ben K f5ltt (mert /2 ¢ Q).
1,/3 bazis M-ben L f5lott (mert /3 ¢ Q(+/2): HF).
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(v2), M=(QV2)(V3)

1,/2 bazis L-ben K folstt (mert /2 ¢ Q).

1,/3 bazis M-ben L f5lott (mert /3 ¢ Q(+/2): HF).
Lattuk: az M = (Q(V/2))(V/3) altalanos eleme felirhats
o+ ’y\/g = a+ bV2 + ¢c/3 + dv/6 alakban,
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(2), M=(Q(V2)(V3)

1,/2 bazis L-ben K folstt (mert /2 ¢ Q).

1,/3 bazis M-ben L f5lott (mert /3 ¢ Q(+/2): HF).
Lattuk: az M = (Q(V/2))(V/3) altalanos eleme felirhats
o+ ’y\/g = a+ bV2 + ¢c/3 + dv/6 alakban,

ahol a« = a+ bV2
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(v2), M=(QV2)(V3)

1,/2 bazis L-ben K folstt (mert /2 ¢ Q).

1,/3 bazis M-ben L f5lott (mert /3 ¢ Q(+/2): HF).
Lattuk: az M = (Q(+/2))(v/3) altalanos eleme felirhats
o+ w\/g = a+ bV2 + ¢c/3 + dv/6 alakban,

ahol o = a+ b2 és v = c + dV/3.
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A szorzastétel

Tétel (6.2.3. Kovetkezmény)

Ha K < L < M testb@vitések, akkor K < M pontosan akkor
véges bévités, ha K < L és L < M mindketten végesek.
llyenkor (M : K| = |M : L|-|L: K]|.

A bizonyitas gondolata egy példan

K=Q L=Q(2), M=(Q(V2)(V3)

1,/2 bazis L-ben K folstt (mert /2 ¢ Q).

1,/3 bazis M-ben L f5lott (mert /3 ¢ Q(+/2): HF).

Lattuk: az M = (Q(V/2))(V/3) altalanos eleme felirhats

o+ ’y\/g = a+ bV2 + ¢c/3 + dv/6 alakban,

ahol o = a+ b2 és v = c + dV/3.

Ekkor 1./2,/3,v/2v/3 = \/6 bazis lesz az L < M bévitésben.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt,
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,

Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.

Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei ayuy + ... + amu,, alakaak,
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik ov; = ajpvi + ... + ajpvp,
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o = aj1vi + ... + ajnvy, ahol aj; € K.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o = aj1vi + ... + ajnvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik,
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o = aj1vi + ... + ajnvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

v
M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o = aj1vi + ... + ajnvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

v

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o = aj1vi + ... + ajnvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.
Legyen o = ajivi + ... + ainVn.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o = aj1vi + ... + ajnvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.
Legyen oy = ajivi + ... + ajnVn. Ekkor aquy + ... + amum = 0.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

v
M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o = aj1vi + ... + ajnvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

v

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.
Legyen oy = ajivi + ... + ajnVn. Ekkor aquy + ... + amum = 0.
Mivel vy, ..., u, figgetlen L fol5tt,
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o; = aj1vi + ... + ajpVvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.
Legyen oy = ajivi + ... + ajnVn. Ekkor aquy + ... + amum = 0.
Mivel uy, ..., u,, figgetlen L f6lott, mindegyik a; = 0.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o; = aj1vi + ... + ajpVvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.

Legyen oy = ajivi + ... + ajnVn. Ekkor aquy + ... + amum = 0.
Mivel uy, ..., u,, figgetlen L f6lott, mindegyik a; = 0.

Mivel vy, ..., v, fuggetlen K folott,
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L fol6tt, v, ..., v, bazis [-ben K folott.
Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

v
M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o; = aj1vi + ... + ajpVvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

v

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.

Legyen oy = ajivi + ... + ajnVn. Ekkor aquy + ... + amum = 0.
Mivel uy, ..., u,, figgetlen L f6lott, mindegyik a; = 0.

Mivel vi, ..., v, figgetlen K f6l6tt, a;; = 0 minden /, j-re.
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., Uy, bazis M-ben L fol6tt, vq,. .., v, bazis [-ben K folott.

Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o; = aj1vi + ... + ajpVvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.
Legyen oy = ajivi + ... + ajnVn. Ekkor aquy + ... + amum = 0.
Mivel uy, ..., u,, figgetlen L f6lott, mindegyik a; = 0.

Mivel vi, ..., v, figgetlen K f6l6tt, a;; = 0 minden /, j-re.
Ezért v;u; tényleg fiiggetlen rendszer. O]
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A szorzastétel bizonyitasa

Legyenek K < L < M testb&vitések,
Ui, ..., U, bazis M-ben L folott, vy, ..., v, bazis L-ben K folott.

Elég belatni: az nm darab vju; szorzat bazis M-ben K folott.

15 / 23

M elemei oy uy + ...+ amuy, alakaak, ahol aq, ..., a,, € L.
Mindegyik o; = aj1vi + ... + ajpVvy, ahol aj; € K.
Behelyettesitve ) ajjv;u; adédik, igy vju; generatorrendszer.

A fiiggetlenséghez tegyiik fol, hogy > ajjvju; = 0.
Legyen oy = ajivi + ... + ajnVn. Ekkor aquy + ... + amum = 0.
Mivel uy, ..., u,, figgetlen L f6lott, mindegyik a; = 0.

Mivel vi, ..., v, figgetlen K f6l6tt, a;; = 0 minden /, j-re.
Ezért v;u; tényleg fiiggetlen rendszer.

A bovitések végességeérdl szo6lo allitas HF.
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas
Elem foka osztéja a bovités fokanak.
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bdvités és o € L,
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry(a) osztéja |L - K|-nak.
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry(a) osztéja |L - K|-nak.

Bizonyitas
Mivel v € L, a generalt résztest definiciéja miatt K () C L.
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry(«) osztéja |L : K|-nak.

Bizonyitas
Mivel v € L, a generalt résztest definiciéja miatt K () C L.
Véges dimenziés vektortér altere is véges dimenzids,
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry(a) osztéja |L - K|-nak.

Bizonyitas
Mivel v € L, a generalt résztest definiciéja miatt K () C L.

Véges dimenziés vektortér altere is véges dimenzids,
ezért |K(«) : K| véges.
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry(«) osztéja |L : K|-nak.

Bizonyitas
Mivel v € L, a generalt résztest definiciéja miatt K () C L.

Véges dimenziés vektortér altere is véges dimenzids,
ezért |K(«) : K| véges. Igy « algebrai K folott,
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry(a) osztéja |L - K|-nak.

Bizonyitas

Mivel v € L, a generalt résztest definiciéja miatt K () C L.
Véges dimenziés vektortér altere is véges dimenzids,

ezért |K(«) : K| véges. Igy « algebrai K folott,

és gri(a) = |K(a) : K|.
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry(a) osztéja |L - K|-nak.

Bizonyitas

Mivel v € L, a generalt résztest definiciéja miatt K () C L.

Véges dimenziés vektortér altere is véges dimenzids,

ezért |K(a) : K| véges. Igy a algebrai K fslott,

és grc(a) = |K(a) : K|. A szorzastételt alkalmazzuk a
K<K()<L

testlancra.
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A szorzastétel elsé kovetkezménye

6.2.4. Allitas

Elem foka osztéja a bovités fokanak. Pontosabban:
Ha K < L véges bovités és o € L, akkor « algebrai K folott,
és gry (o) osztéja |L = K|-nak.

Bizonyitas

Mivel v € L, a generalt résztest definiciéja miatt K () C L.

Véges dimenziés vektortér altere is véges dimenzids,

ezért |K(a) : K| véges. Igy a algebrai K fslott,

és grc(a) = |K(a) : K|. A szorzastételt alkalmazzuk a
K<K()<L

testlancra. Azt kapjuk, hogy |L: K| = |L: K(«)| - gri(«).
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Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott. J
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Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott.

x" — 6 a Schonemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q folott,
és ezért ez a /6 minimalpolinomja ©Q folott.



Testbdvitések fokanak szorzastétele Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 17 / 23

Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott. ]

x" — 6 a Schonemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q folott,
és ezért ez a /6 minimalpolinomja Q fslstt. gy glk(%) =T.




Testbdvitések fokanak szorzastétele Lin. és absztrakt algebra 14.* el8adas 17 / 23

Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott. ]
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Legyen m(x) a {/6 minimalpolinomja Q(V/7) folétt.
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és ezért ez a /6 minimalpolinomja Q félstt. Igy glk(%) =17.
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Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott. ]

x" — 6 a Schonemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q folott,

és ezért ez a /6 minimalpolinomja Q fsl&tt. Igy glk(%) =7.
Hasonléan gr@(éﬁ) —66s|Q(Y7):Q|=6.

Legyen m(x) a {/6 minimalpolinomja Q(V/7) folétt.

Mivel x” — 6 € Q(¥/7)[x]-nek gyske v/6, ezért m(x) | x” — 6.
Legyen k = gr(m) a /6 foka Q(¥/7) folstt,
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Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott. ]

x" — 6 a Schonemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q folott,

és ezért ez a /6 minimalpolinomja Q fsl&tt. Igy glk(%) =7.
Hasonléan gr@(éﬁ) —66s|Q(Y7):Q|=6.

Legyen m(x) a {/6 minimalpolinomja Q(V/7) folétt.

Mivel x” — 6 € Q(¥/7)[x]-nek gyske v/6, ezért m(x) | x” — 6.
Legyen k = gr(m) a /6 foka Q(¥/7) folstt, ekkor k < 7.
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Példa a szorzastétel alkalmazasara

Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott. J

x" — 6 a Schonemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q folott,
és ezért ez a /6 minimalpolinomja Q fsl&tt. Igy glg(%) =7.
Hasonléan gr@(éﬁ) —66s|Q(Y7):Q|=6.
7 ., . . 6 e
Legyen m(x) a /6 minimalpolinomja Q(v/7) folstt.
Mivel x” — 6 € Q( f)[x] nek gyoke U6, ezért m(x) | x” — 6.
Legyen k = gr(m) a a /6 foka Q( f) folott, ekkor k < 7.
Q < Q(V7) < QVT)(V6)
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Q < Q(V7) < QVT)(V6) miatt | Q(V7, V6) : Q| = 6k.
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De /6 € @(fﬁ 6)
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De /6 € Q(¥/7, ¥/6) miatt 7 osztéja | Q( Y7, V/6) : Q|-nak.
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Ezért 7 | 6k,
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Hatarozzuk meg /6 fokat Q(¢/7) folott. J

x" — 6 a Schonemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q folott,
és ezért ez a /6 minimalpolinomja Q fsl&tt. Igy gr@(%) =7.
Hasonléan gr@(éﬁ) —66s|Q(Y7):Q|=6.

Legyen m(x) a {/6 minimalpolinomja Q(V/7) folétt.
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De /6 € Q(¥/7, ¥/6) miatt 7 osztéja | Q( Y7, V/6) : Q|-nak.
Ezért 7 | 6k, ahonnan (7,6) = 1 miatt 7 | k.

lgy k = 7, és az is kijott, hogy x’ — 7 = m(x),

vagyis x” — 6 irreducibilis Q(¥/7) folstt.
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Véges és algebrai bévités

[smétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)
Legyen K < L testbdvités, o € L.




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 18 / 23

Véges és algebrai bévités

Ismétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)
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18 / 23




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas

Véges és algebrai bévités

Ismétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)

Legyen K < L testbdvités, o € L. Ekkor gri (o) = |K(a) : K|
akkor és csak akkor véges, ha « algebrai K f6l6tt.

18 / 23




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 18 / 23

Véges és algebrai bévités

Ismétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)
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akkor és csak akkor véges, ha « algebrai K f6l6tt.
A K < L véges bévités, ha |L : K| véges.
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Véges és algebrai bévités

Ismétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)

Legyen K < L testbdvités, o € L. Ekkor gri (o) = |K(a) : K|
akkor és csak akkor véges, ha « algebrai K f6l6tt.

A K < L véges bévités, ha |L : K| véges.

Ekkor L minden eleme algebrai K f616tt.
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Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 18 / 23

Véges és algebrai bévités

Ismétlés (6.1.20, 6.2.4, 6.1.11)

Legyen K < L testbdvités, o € L. Ekkor gri (o) = |K(a) : K|
akkor és csak akkor véges, ha o algebrai K folott.

A K < L véges bévités, ha |L : K| véges.

Ekkor L minden eleme algebrai K f5l6tt.

A K < L algebrai bévités, ha L minden eleme algebrai K folott.
Tehat minden véges bévités algebrai.

6.2.12. Tétel
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Fok bévebb test folott

6.2.5. Allitas
Algebrai elem k-adik gydke is algebrai. J
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Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 19 / 23

Fok bévebb test folott

6.2.5. Allitas
Algebrai elem k-adik gydke is algebrai.

Legyen K < L, a € L &s 0 # s(x) € K[x], melyre s(«) = 0.
Ekkor {/a gydke az s(x*) € K[x] nem nulla polinomnak. O

6.2.8. Lemma

Elem foka nagyobb test fol6tt nem néhet.
Vagyis K < L < M, ao € M esetén gr; (a) < gri(a).




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 19 / 23

Fok bévebb test folott

6.2.5. Allitas
Algebrai elem k-adik gydke is algebrai.

Legyen K < L, a € L &s 0 # s(x) € K[x], melyre s(«) = 0.
Ekkor {/a gydke az s(x*) € K[x] nem nulla polinomnak. O

6.2.8. Lemma

Elem foka nagyobb test fol6tt nem néhet.
Vagyis K < L < M, ao € M esetén gr; (a) < gri(a).

Ha s(x), illetve t(x) az oz minimalpolinomja K, illetve L f5l6tt,




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 19 / 23

Fok bévebb test folott

6.2.5. Allitas
Algebrai elem k-adik gydke is algebrai.

Legyen K < L, a € L &s 0 # s(x) € K[x], melyre s(«) = 0.
Ekkor {/a gydke az s(x*) € K[x] nem nulla polinomnak. O

6.2.8. Lemma

Elem foka nagyobb test fol6tt nem néhet.
Vagyis K < L < M, ao € M esetén gr; (a) < gri(a).

Ha s(x), illetve t(x) az oz minimalpolinomja K, illetve L f5l6tt,
akkor t|s.




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 19 / 23

Fok bévebb test folott

6.2.5. Allitas
Algebrai elem k-adik gydke is algebrai.

Legyen K < L, a € L &s 0 # s(x) € K[x], melyre s(«) = 0.
Ekkor {/a gydke az s(x*) € K[x] nem nulla polinomnak. O

6.2.8. Lemma

Elem foka nagyobb test fol6tt nem néhet.
Vagyis K < L < M, ao € M esetén gr; (a) < gri(a).

Ha s(x), illetve t(x) az oz minimalpolinomja K, illetve L f5l6tt,
akkor s € L[x] t|s.




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 19 / 23

Fok bévebb test folott

6.2.5. Allitas
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Ekkor {/a gydke az s(x*) € K[x] nem nulla polinomnak. O
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Elem foka nagyobb test fol6tt nem néhet.
Vagyis K < L < M, ao € M esetén gr; (a) < gri(a).

Ha s(x), illetve t(x) az o minimalpolinomja K, illetve L f6l6tt,
akkor s € L[x] és s(ar) = 0 miatt t | s.
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Fok bévebb test folott

6.2.5. Allitas
Algebrai elem k-adik gydke is algebrai.

Legyen K < L, a € L &s 0 # s(x) € K[x], melyre s(«) = 0.
Ekkor {/a gydke az s(x*) € K[x] nem nulla polinomnak. O

6.2.8. Lemma

Elem foka nagyobb test fol6tt nem néhet.
Vagyis K < L < M, ao € M esetén gr; (a) < gri(a).

Ha s(x), illetve t(x) az oz minimalpolinomja K, illetve L f5l6tt,
akkor s € L[x] és s(ar) = 0 miatt t | s.
lgy gr, (@) = gr(t) < gr(s) = gry(a)- O
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Osszeg és szorzat foka

6.2.10. Kovetkezmény

s

Legyen K < L testbdvités, o, J € L algebrai K folott.
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Legyen K < L testbévités, v, 3 € L algebrai K fol6tt.
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Ekkor av &= 3, a3
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Bizonyitas
K < K(a) < K(a)(5) testlanc.
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és fokuk legfeljebb gr(a)grx (/).

Bizonyitas

K < K(a) < K(a)(5) testlanc. A szorzastétel miatt
[K()(B) = K| = gri(@)grk(a)(8)-

Lattuk, hogy K < K(a) miatt gry(,)(8) < gri(B)-

Ezért |K(a)(B) : K| < gri(a)grk(B).
De a £ 5,a8,a/p € K(a)(B),
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Exért [K(a)(8) : K| < gry(a)ee(B):

De a £ 8, a8,a/p € K(a)(B), igy fokuk < gry(a)gri(B). O




Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 20 / 23

Osszeg és szorzat foka

6.2.10. Kovetkezmény

Legyen K < L testbdvités, o, J € L algebrai K folott.
Ekkor o + 3, a3 és 3 # 0 esetén «/[3 is algebrai K folott,
és fokuk legfeljebb gr(a)grx (/).

Bizonyitas

K < K(a) < K(a)(5) testlanc. A szorzastétel miatt

[K(e)(B) : K| = gri(e)grk(a(B)-

Lattuk, hogy K < K(a) miatt gry(,)(8) < gri(B)-

Exért [K(a)(8) : K| < gry(a)ee(B):

De a £ 8, a8,a/p € K(a)(B), igy fokuk < gry(a)gri(B). O

igy peldaul /3 — /23 — \4/ 5+ i\/7+ /3 is algebrai szam.
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és fokuk legfeljebb gr(a)grx (/).
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K < K(a) < K(a)(5) testlanc. A szorzastétel miatt

[K()(B) = K| = gri(@)grk(a)(8)-

Lattuk, hogy K < K(a) miatt gry(,)(8) < gri(B)-

Ezért |[K(a)(P) : K| < grg(a)gri(B).

De a £ 8, a8,a/p € K(a)(B), igy fokuk < gry(a)gri(B). O

Igy példaul 3- v23 — \4/5 +iVT+ Y3is algebrai szam.

Foka legfeljebb 7-5-4.2.2.6.
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Emlékeztets (2.5.3. Definicié)
Egy T test algebrailag zart,
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Egy T test algebrailag zart, ha minden nem konstans polinom
gyoktényezékre bomlik T f6l6tt.

2.5.4,25.18, 6.2.20, HF
Tudjuk analizisbél, hogy C algebrailag zart.
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Sem a Q véges bovitései,
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Tudjuk analizisbél, hogy C algebrailag zart.
Sem a ( véges bdvitései, sem a véges testek nem algebrailag zartak.

6.4.6, NB

Minden testnek van algebrailag zart bévitése.
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Sem a ( véges bdvitései, sem a véges testek nem algebrailag zartak.

6.4.6, NB |

Minden testnek van algebrailag zart bévitése.

Ezért minden polinomnak szamolhatunk formalisan a gyokeivel!
Ez az algebrailag zart bévités analizis nélkiil is megkonstrualhaté.
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Algebrailag zart testek

Emlékeztets (2.5.3. Definicié)

Egy T test algebrailag zart, ha minden nem konstans polinom
gyoktényezékre bomlik T f6l6tt.

2.5.4,2.5.18, 6.2.20, HF \

Tudjuk analizisbél, hogy C algebrailag zart.
Sem a ( véges bdvitései, sem a véges testek nem algebrailag zartak.

6.4.6, NB |

Minden testnek van algebrailag zart bévitése.

Ezért minden polinomnak szamolhatunk formalisan a gyokeivel!
Ez az algebrailag zart bévités analizis nélkiil is megkonstrualhaté.
Halmazelméleti (transzfinit) médszereket igényel.
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A algebrailag zart

6.2.13. Tétel J

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.
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A algebrailag zart

6.2.13. Tétel J

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + aix + ... + axx* € Ax]
és o € C gyoke f-nek.
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A algebrailag zart

6.2.13. Tétel J

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a;x + ... + agx* € A[x]
és o € C gyoke f-nek. Belatjuk, hogy « algebrai szam.



Az algebrai szamok teste Lin. és absztrakt algebra 14.* eléadas 22 /23
A algebrailag zart

6.2.13. Tétel

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart. J

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]
és o € C gyoke f-nek. Belatjuk, hogy « algebrai szam.
Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.
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6.2.13. Tétel

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]
és o € C gyoke f-nek. Belatjuk, hogy « algebrai szam.
Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.

Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik lépésben
véges bdvitést kapunk.
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A algebrailag zart

6.2.13. Tétel
Az algebrai szamok A teste algebrailag zart. J

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]
és a € C gydke f-nek. Belatjuk, hogy o algebrai szam.

Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.
Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik lépésben

véges bévitést kapunk. Igy |Q(ag, ..., ax) : Q| véges.
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6.2.13. Tétel J

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]
és a € C gydke f-nek. Belatjuk, hogy o algebrai szam.

Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.
Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik lépésben

véges bévitést kapunk. Igy |Q(ag, ..., ax) : Q| véges.

De f(x) € Q(ao, - - ., ak)[x],
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6.2.13. Tétel J

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]

és a € C gydke f-nek. Belatjuk, hogy o algebrai szam.

Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.
Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik lépésben

véges bévitést kapunk. Igy |Q(ag, ..., ax) : Q| véges.

De f(x) € Q(aq, ..., ax)[x], ezért o algebrai Q(ao, ..., ay ) folott.
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6.2.13. Tétel J

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]

és a € C gydke f-nek. Belatjuk, hogy o algebrai szam.

Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.
Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik lépésben

véges bévitést kapunk. Igy |Q(ag, ..., ax) : Q| véges.

De f(x) € Q(ag, ..., ax)[x], ezért o algebrai Q(ao, ..., ax) folott.
Tehat | Q(ap, ..., ax)(«) : Q| is véges.
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A algebrailag zart

6.2.13. Tétel J

Az algebrai szamok A teste algebrailag zart.

Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]

és a € C gydke f-nek. Belatjuk, hogy o algebrai szam.

Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.
Ezért az a; elemekkel sorban bévitve mindegyik lépésben

véges bévitést kapunk. Igy |Q(ag, ..., ax) : Q| véges.

De f(x) € Q(ag, ..., ax)[x], ezért o algebrai Q(ao, ..., ax) folott.
Tehat | Q(ap, ..., ax)(«) : Q| is véges.

Belattuk, hogy o eleme Q egy véges bovitésének,
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Bizonyitas: Legyen 0 # f(x) = ag + a1x + ... + axx* € A[x]

és a € C gydke f-nek. Belatjuk, hogy o algebrai szam.

Mivel a; algebrai Q f6l6tt, algebrai minden b&vebb test fol5tt is.
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