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4.7.15. Definicié

A K a G csoport N szerinti faktorcsoportja, jele G/N.
A 1) neve természetes homomorfizmus.
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A j6ldefinialtsag bizonyitasa
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g1&N = gig;N = g1 Ng; = g Ng; = gig; V.
Tehat a szorzas a K halmazon tényleg joldefinialt.
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Hazi feladat (megoldas a jegyzetben)

A szorzas K-ban asszociativ.
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A j6ldefinialtsag bizonyitasa

My =giN =giN és My =goN =ggN — gigoN = g{g;N. J

Tudjuk, hogy g = Ng minden g € G-re. Ezért
g1&N = gig;N = g1 Ng; = g Ng; = gig; V.

Tehat a szorzas a K halmazon tényleg joldefinialt.

A G/N egységeleme N =1 N. J

Valéban, (1N)(gN) = (1 - g)N = gN és hasonléan (gN)N = glV.

Hazi feladat (megoldas a jegyzetben)

A szorzas K-ban asszociativ.

Minden elemnek van kétoldali inverze.

A (g) = g természetes homomorfizmus tényleg
homomorfizmus, melynek magja tényleg V.
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4.7.16 Homomorfizmustétel
Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
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A homomorfizmustétel

4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(p) = G/ Ker(p).

Bizonyitas

Legyen N = Ker(y). Ekkor a gl <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, miivelettart6
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4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(p) = G/ Ker(p).

Bizonyitas

Legyen N = Ker(y). Ekkor a gl <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettarté és kdlcsondsen egyértelmdi. O
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4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(p) = G/ Ker(p).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gl <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettarté és kdlcsondsen egyértelmdi. O

Specidlisan |Im(¢)| = |G|/|Ker(p)|.
Ez analdg a linearis algebra dimenziétételével:
dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).
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Létezik az analdg faktortér
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4.7.16 Homomorfizmustétel

Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomorfizmus,
akkor Im(p) = G/ Ker(p).

Bizonyitas
Legyen N = Ker(y). Ekkor a gl <+ ©(g) megfeleltetés
joldefinialt, mivelettarté és kdlcsondsen egyértelmdi. O

Specidlisan |Im(¢)| = |G|/|Ker(p)|.

Ez analdg a linearis algebra dimenziétételével:

dimIm(A) = dim V — dim Ker(A).

Hiszen ha a T alaptest véges, akkor |V/| = |T|¢™V,

és ezért [Im(A)| = |V|/|Ker(A)].

Létezik az analég faktortér (és a faktorgylirii) fogalma is.
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /777
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas

Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolat értéki szamok).
Ez csoport a szorzasra.
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A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas

Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolat értéki szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" =K.



Normaloszté Lin. és absztrakt algebra 13. eladas 6 /22

A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas

Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolat értéki szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" =K.
Legyen © : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).
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a szOgek Gsszeadédnak.



Normaloszté Lin. és absztrakt algebra 13. eladas 6 /22

A faktor kiszamitasa homomorfizmustétellel

4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas |
Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolat értéki szamok).

Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" =K.

Legyen © : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).

Ez homomorfizmus, hiszen komplex szamok szorzasakor

a szdgek osszeadédnak. Nyilvan Im(p) = K.
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4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas

Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolat értéki szamok).
Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" =K.

Legyen © : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).
Ez homomorfizmus, hiszen komplex szamok szorzasakor

a szdgek osszeadédnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z,
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4.7.17. Gyakorlat
Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas |
Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolat értéki szamok).

Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" =K.

Legyen © : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).

Ez homomorfizmus, hiszen komplex szamok szorzasakor

a szdgek osszeadédnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z, mert cos(2xr) + isin(2nr) =1

akkor és csak akkor, ha r egész szam.
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Legyen © : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).

Ez homomorfizmus, hiszen komplex szamok szorzasakor

a szdgek osszeadédnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z, mert cos(2xr) + isin(2nr) =1

akkor és csak akkor, ha r egész szam. Ezért a homomorfizmustétel
miatt K = Im(p) 2 R* /Ker(p) =Rt /ZT. O
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4.7.17. Gyakorlat

Melyik ismert csoporttal izomorf R /777

Megoldas |
Legyen K a komplex egységkor (az 1 abszolat értéki szamok).

Ez csoport a szorzasra. Belatjuk, hogy R™ /Z" =K.

Legyen © : RT — C*, melyre o(r) = cos(27r) + isin(27r).

Ez homomorfizmus, hiszen komplex szamok szorzasakor

a szdgek osszeadédnak. Nyilvan Im(p) = K.

Viszont Ker(y) = Z, mert cos(2xr) + isin(2nr) =1

akkor és csak akkor, ha r egész szam. Ezért a homomorfizmustétel
miatt K = Im(p) XR* /Ker(p) =R /ZT. O

v

Ennél a médszernél elére meg kell tippelni, mi a faktorcsoport.
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4.8.38. Példa
lrjuk f6l a D, /{1, f?} faktorcsoport szorzastablajat. J
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Példa faktorcsoportra

4.8.38. Példa
lrjuk f6l a D, /{1, f?} faktorcsoport szorzastablajat. J

N=1{1,f2}, F=1N={f 3}, T=tN=/{t tf?}, S=tfN={tf tr3}.
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Példa faktorcsoportra

4.8.38. Példa
lrjuk f6l a D, /{1, f?} faktorcsoport szorzastablajat. J
N=1{1,f2}, F=1N={f 3}, T=tN=/{t tf?}, S=tfN={tf tr3}.
N F T S
N|{N F T S
FIF N S T
T|T S N F
S|S T F N

Példaszorzat: ST =7
S = tfN,
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4.8.38. Példa
lrjuk f6l a D, /{1, f?} faktorcsoport szorzastablajat. J
N=1{1,f2}, F=1N={f 3}, T=tN=/{t tf?}, S=tfN={tf tr3}.
N F T S
N|{N F T S
FIF N S T
T|T S N F
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Példaszorzat: ST =7
S=tfN, T=tN
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Példaszorzat: ST =7
S=tfN, T =tN = ST = tftN =7
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Példaszorzat: ST =7
S=tN, T=tN = ST = tftN =?
Mivel ft = tf 1 = tf3,
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Ha |G : N| = 2, akkor két bal oldali mellékosztaly van N szerint.
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Konjugalas és norméloszték

4.3.4. Gyakorlat (HF)

Ha g € G, akkor a g-vel konjugélas (a ¢(x) = gxg ' leképezés) a
G csoportnak dnmagéra val6 izomorfizmusa,
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Generalt altér és ciklikus részcsoport
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Ha V vektortér, akkor a vq, ..., v, € V elemek altal
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Emlékeztets

Ha G csoport, akkor a g € G elem altal
generalt részcsoport elemei a g” alaki elemek (ahol n egész).
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Emlékeztets
Ha G csoport, akkor a g € G elem altal

generalt részcsoport elemei a g” alaki elemek (ahol n egész).

Jele (g).
Ez a legsziikebb részcsoport, ami a g-t tartalmazza. Azaz
minden H részcsoportra, ha g € H, akkor (g) C H.

Mi legyen (g1,...,8n)7
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Megjegyzés: az iires halmaz altal generalt részcsoport az
egységelembdl all.
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esetben azonban a generéatorok egész egyiitthatds polinomjaibdl all.

5.1.2. Allitas (HF) |

Ha R kommutativ egységelemes gylirli és r1,....r, € R, akkor az
i, ..., I, és az egységelem altal generalt részgylri a p(ri,....r,)
alaki kifejezések halmaza, ahol p befutja Z[x, ..., x,| elemeit.

Ahogy linearis algebraban is, egy polinomba valé behelyettesitéskor
a konstans tagot R egységelemével kell megszorozni.
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Generalt részgydir(

Ahogy csoportok esetében, egy R gyiirii X részhalmaza altal
generalt részgyiiriije az R legsziikebb részgyiiriije, ami X-et
tartalmazza, ami egyértelmien létezik, mint az X-et tartalmazé
részgyliriik metszete (5.1.1. Definicié). Ennek elemeit 4ltalanos
gyliriben nehéz leirni (mint a csoportok esetében is), a kommutativ
esetben azonban a generéatorok egész egyiitthatds polinomjaibdl all.

5.1.2. Allitas (HF) |

Ha R kommutativ egységelemes gylirli és r1,....r, € R, akkor az
i, ..., I, és az egységelem altal generalt részgylri a p(ri,....r,)
alaki kifejezések halmaza, ahol p befutja Z[x, ..., x,| elemeit.

Ahogy linearis algebraban is, egy polinomba valé behelyettesitéskor
a konstans tagot R egységelemével kell megszorozni.

Mindez kapcsolatban all a polinomfiiggvény fogalmaval is

(lasd a 2.4.30. és a 2.6.9. Gyakorlatokat).
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Generalt ideal

5.1.8. Definicié

Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
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Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
Hasonléan: generalt bal-, illetve jobbideal.
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Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
Hasonléan: generalt bal-, illetve jobbideal.

Ez egyértelmien létezik, mint az X-et tartalmazé idealok metszete.
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Generalt ideal

5.1.8. Definicié

Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
Hasonléan: generalt bal-, illetve jobbideal.

Ez egyértelmien létezik, mint az X-et tartalmazé idealok metszete.

5.1.9. Allitas (HF)

Ha R egységelemes gyiirii és s1,...,5, € R



Generalas Lin. és absztrakt algebra 13. eléadas 21 /22

Generalt ideal

5.1.8. Definicié

Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
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Generalas Lin. és absztrakt algebra 13. eléadas 21 /22

Generalt ideal

5.1.8. Definici6

Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
Hasonléan: generalt bal-, illetve jobbideal.

Ez egyértelmien létezik, mint az X-et tartalmazé idealok metszete.

5.1.9. Allitas (HF)

Ha R egységelemes gyiirii és s, . . ., sn € R, akkor az s1,..., s,

altal generélt balideal az rys; + ... + r,s, alaki elemek halmaza,
ahol ri,....r, befutja R elemeit.
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Generalt ideal

5.1.8. Definici6

Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
Hasonléan: generalt bal-, illetve jobbideal.

Ez egyértelmien létezik, mint az X-et tartalmazé idealok metszete.

5.1.9. Allitas (HF)

Ha R egységelemes gyiirii és s, . . ., sn € R, akkor az s1,..., s,

altal generélt balideal az rys; + ... + r,s, alaki elemek halmaza,
ahol r1,.. .. r, befutja R elemeit. Jele: (si.....s,).
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Generalt ideal

5.1.8. Definicié

Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
Hasonléan: generalt bal-, illetve jobbideal.

Ez egyértelmien létezik, mint az X-et tartalmazé idealok metszete.

5.1.9. Allitas (HF)

Ha R egységelemes gylirii és si,...,s, € R, akkor az s1,....5,
altal generélt balideal az rys; + ... + r,s, alaki elemek halmaza,
ahol r1,.. .. r, befutja R elemeit. Jele: (si.....s,).

A bizonyitas nagyon hasonl6 ahhoz, ahogy Abel-csoportok generalt
részcsoportjainak elemeit irtuk le (4.6.1. Allitas).
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Generalt ideal

5.1.8. Definicié

Ha X részhalmaza az R gy(riinek, akkor R-nek az X-et tartalmazé
legsziikebb idealjat az X altal generélt idedlnak nevezziik.
Hasonléan: generalt bal-, illetve jobbideal.

Ez egyértelmien létezik, mint az X-et tartalmazé idealok metszete.

5.1.9. Allitas (HF)

Ha R egységelemes gylirii és si,...,s, € R, akkor az s1,....5,
altal generélt balideal az rys; + ... + r,s, alaki elemek halmaza,
ahol r1,.. .. r, befutja R elemeit. Jele: (si.....s,).

A bizonyitas nagyon hasonl6 ahhoz, ahogy Abel-csoportok generalt
részcsoportjainak elemeit irtuk le (4.6.1. Allitas).

Ha R kommutativ, akkor a balidalok pontosan az idealok, ezért az
el6z6 allitds a generalt ideél elemeit adja meg.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport,
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
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Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok,
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.

Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.
A homomorfizmus-tétel.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.
A homomorfizmus-tétel. Elemrend a faktorcsoportban.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.

Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.

A homomorfizmus-tétel. Elemrend a faktorcsoportban.
Kett6 indexii részcsoport normaloszté.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.

A homomorfizmus-tétel. Elemrend a faktorcsoportban.
Kett6 indexii részcsoport normaloszté.

A generélt részcsoport létezik, mint metszet.
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Fogalmak
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Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.
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Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.

A homomorfizmus-tétel. Elemrend a faktorcsoportban.
Kett6 indexii részcsoport normaloszté.

A generélt részcsoport létezik, mint metszet.

A generalt részcsoport elemei Abel-csoportban és altalaban.
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Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.

A homomorfizmus-tétel. Elemrend a faktorcsoportban.
Kett6 indexii részcsoport normaloszté.

A generélt részcsoport létezik, mint metszet.

A generalt részcsoport elemei Abel-csoportban és altalaban.
A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.

A homomorfizmus-tétel. Elemrend a faktorcsoportban.

Kett6 indexii részcsoport normaloszté.

A generélt részcsoport létezik, mint metszet.

A generalt részcsoport elemei Abel-csoportban és altalaban.

A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté.

A generalt részgyiirii elemei kommutativ, egységelemes gyiiriiben.
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A 13. el6adas 6sszefoglaléja

Fogalmak

Normaloszté, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
Konjugalas, konjugaltosztalyok, automorfizmus.
Generalt részcsoport, részgyiirii, balideal.

Tételek

Homomorfizmusmag és normaloszté kapcsolata.

A homomorfizmus-tétel. Elemrend a faktorcsoportban.

Kett6 indexii részcsoport normaloszté.

A generélt részcsoport létezik, mint metszet.

A generalt részcsoport elemei Abel-csoportban és altalaban.

A szimmetrikus csoport két elemmel generalhaté.

A generalt részgyiirii elemei kommutativ, egységelemes gyiiriiben.
A generalt balideal elemei egységelemes gyiiriiben.
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