Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 8. prezentdcichoz tartozo feladatsor megolddsa

Emlékeztetd: A homogén masodfoku, valos egyiitthatds polinomok mésik neve: wvalds kvad-
ratikus alak. Ezek altalanos alakja tehat Q(xq,...,x,) = Z” a;;jxix;. Mdtrizos felirds: ha
u=[r1,...,2,)7 s A= (a;;), akkor Q(u) = u” Au.

Legyen A = ((a;;)) € R¥? és ul = (w1, 29, v3). Szdmitsuk ki az u” Au szorzatot.

Az a;j egyiitthatok nem egyértelmiek, mert x;2; =z,x;. Példaul 22120 =229 + 2971 =22974
ugyanaz a kvadratikus alak, de a hozzajuk tartoz6 matrixok kiilonbo6zdk:

E I o

Ezek koziil csak a kozépss szimmetrikus (a f6atlora), vagyis teljesiti az AT = A egyenléséget.
Minden valos kvadratikus alakhoz egyértelmiien tartozik eqy szimmetrikus mdtriz. Ennek
elemeit Ggy kapjuk, hogy az (a;; +aj;)/2 szamot irjuk a matrixba a f6atlora szimmetrikusan.

Mi a Qi(x,y) = 2% + 92, Qa(x,y) = 2%, Qs(x,y) = 22 — y? alakok értékkészlete?

Nyilvan @Q:(z,y) > 0, és nulla is csak akkor lehet, ha x = y = 0. Ezért az értékkészlet a
nemnegativ valos szamok halmaza. Ugyanez (), értékkészlete is, de ez a nullat végtelen sok
helyen felveszi (a (0,y) pontokban). Végil Q3 értékkészlete nyilvan az Osszes valos szam.
Ezért ), pozitiv definit, () pozitiv szemidefinit, ()3 pedig indefinit.

Kvadratikus alak négyzetosszeg alakjinak és karakterének megdallapitdsa.

(1) Felirjuk a szimmetrikus matrixat.
2) A matrixot diagonalizaljuk. Ez mindig lehetséges valos sajatértékekkel.
) A sajatértékekbdl leolvassuk a kvadratikus karaktert, vagyis az értékkészletet.
) A sajatvektorokbol kivalasztunk egy ortonormalt bazist.
) A négyzetosszeg alak egyiitthatoi a sajatértékek, a képlet tobbi részét a sajatvektorok
komponenseivel toltjiik ki, az alabbi példak szerint.
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Mi az 22° + 2zy + 22, 22% + day + 22, 22° + 6xy + 2y* alakok négyzetisszeq alakja?

A harom kvadratikus alak szimmetrikus métrixa, és ezek sajatértékei a kovetkezdk.
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Mindhérom esetben a normalt sajatvektorok = (1/v/2)[1, —1], illetve = (1/v/2)[1,1]. Ezek
merdlegesek, és igy ortonormalt bazist alkotnak. Altalaban is, szimmetrikus méatrix kii-
16nb6z6 sajatértékeihez tartozoé sajatvektorok ortogonalisak. (Ha valamelyik sa-
jataltér tobb, mint egy dimenzios, akkor abban a Gram-Schmidt eljarassal valaszthatunk
ONB-t.) Az els6 kvadratikus alak négyzetdsszeg alakja (ellendrizziik, hogy ez azonossag):
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A két zarojel el6tt a két sajatérték all, a zardjelben az x, illetve az y egyiitthatoi a megfeleld

két sajatvektor komponensei. Ez a kifejezés mindeniitt nemnegativ, és nulla csak akkor lehet,
ha mindkét zardjelben nulla all, azaz ha = y = 0. Ezért az els6 alak pozitiv definit.
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A masodik esetben a négyzetosszeg alak
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Ez is mindig nemnegativ, de y = —x esetén nulla, és igy pozitiv szemidefinit. Végiil
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227 + 6y + 2y° = —1 (\/§x+ \/iy> +95 (\/§$+ \/gy> .

A két zardjelben allo kifejezés egymastodl fiiggetleniil minden értéket felvehet, mert
a két bazisvektor generatorrendszert alkot, és ezért az (v — y)/vV2 = p, (x +y)/V2 = ¢q
egyenletrendszer minden (p,q) parra megoldhatd. Ezért ez az alak indefinit, ugyanigy az
Osszes valos szam benne van az értékkészletében, mint a Qs(z,y) = 22 — y>-nak.

A Q(x,y) = 1 egyenlet egy kupszeletet ad a sikon. Az els6 alak esetében ellipszist, a maso-
dik esetben két egyenest, a harmadikban hiperbolat kapunk. Az alabbi oldalon egy animacio
mutatja, hogy az 22 +dxy+y? = 1 gérbe hogyan valtozik d fiiggvényében. A diagonalizilissal
kapott ortonormalt bazis a gorbe tengelyeinek iranyat jeloli ki.

Négyzelisszeg alaki-e az * +y?> + (x +y)? = (V32)? + (V3y)? — (z — y)? kvadratikus alak?

Egyik sem négyzetosszeg alak, mert abban az egyiitthatokbol képzett vektoroknak bézist
kell alkotniuk. Az elsg felirasbol igy is latszik, hogy ez az alak pozitiv definit.

A 7. feladatsor 2. feladatdban szerepld alakok négyzetisszeq alakjai a kévetkezdk.
T+ y\?

2 —ay+ oyt = (1/2) <W> + (3/2) (%)2, pozitiv definit.

x? — 2xy + y? —2< —y) ,

V2

pozitiv szemidefinit (a 0 is sajatérték).
Tty

x? —3xy +1y* = (1/2)( 7 ) +(5/2) (%)2, indefinit.

x2+xy:1+\/§((1+\/§)$+y)2+1—\/§<(1—\/§)x+y>2
2 4422 2 4-2V/2
indefinit. b

—2? + 102y —y* — 2 *—6( ﬁy> +4(%> — 22,
indefinit.
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indefinit (a 0 is sajatérték).
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indefinit. Ttt vigyazni kell, mert a —1/2 sajatértékhez tartozo sajataltér kétdimenzios, ebben
a Gram-Schmidt-eljarassal adtunk meg ONB-t (ami nem is egyértelmii).
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—x° 4 220y 4+ 202 = ( ) , indefinit (a 0 is sajatérték).
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