Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 8. prezentdcichoz tartozo feladatsor

1. Legyen A = ((a;;)) € R¥? és u? = (x1, 79, 73). Szamitsuk ki az u? Au szorzatot.

2. Irjuk fol az alabbi kvadratikus alakok szimmetrikus matrixat, hozzuk ket négyzetosszeg
alakra, és hatarozzuk meg a karakteriiket: 22 +y2, 22 —v?%, zy, 22 —2xy+y?, 2% —2y+1°,

2?2 = 3zy + 92, 2?2+ oy, —2?+ 100y —y? — 2%, zy+yz, xy+yz+oz, —o? 4 22y + 20z

3. Négyzetdsszeg alakii-e az 22 + y? + (v + y)? = (V32)% + (V3y)? — (z — y)? kvadratikus
alak? Mi a karaktere (és az értékkészlete)?

4. Legyen A = ((a;;)) € C¥*, u” = (x1,29,73) és v = (y1,y2,93). Szamitsuk ki az u*Av
méatrix-szorzatot, tovabba a (A*u,v) és (u, Av) skalaris szorzatokat.

5. (**) Tekintsiik a —327 + 4ix7 — 4iTy + 3yy — 2% kvadratikus alakot C felett. Irjuk fel a
matrixat, transzformaljuk négyzetdsszeggé, végiil hatarozzuk meg a karakterét.

6. (**) Igazoljuk, hogy minden komplex bilineéris fiiggvény egyértelmiien irhaté By + i By
alakban, ahol By és By Hermite-féle.

7. (**) Legyen () kvadratikus alak egy valos feletti vektortéren, eq, . .., e, egy Q-ortogonéalis
bazis, és U = (e; | Q(e;) > 0), V = (e; | Q(e;) > 0), W = (e; | Q(e;) = 0). E harom altér
koziil melyek fiiggetlenek az eq, ..., e, bazistol?

8. (**) Mely valos szimmetrikus bilinearis fiiggvényekre eleme minden nem nulla vektor egy
ortogonélis bazisnak?

9. (**) Legyen B nem elfajuld bilineéris fiiggvény egy V euklideszi téren. (Ez azt jelen-
ti, hogy minden v # 0-hoz van w, hogy B(v,w) # 0, és olyan u is, hogy B(u,v) # 0.)
Igaz-e, hogy tetszéleges vy, ..., v, vektorok akkor és csak akkor linearisan fiiggetlenek, ha a
|((B(vi,v5)))| tigynevezett Gram-determinans nullatol kiilonbo6zs?

10. (**) Legyen B szimmetrikus bilinearis fiiggvény egy (véges dimenzios), K test folotti V
vektortéren, U < V pedig egy tetszéleges altér. Igazoljuk az alabbiakat:

(1) dimU + dim U+ > dim V mindig, és ha B nem elfajulo, akkor egyenlGség 4ll fenn.
(2) U C (UY)* és ha B nem elfajulé, akkor egyenléség van.

11. (**) Legyen B egy bilinearis fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy u L g v akkor és csak akkor
szimmetrikus relacio, ha B szimmetrikus vagy alternalo. Mi a helyzet C {6lott?

12. (**) A P,(z) Legendre-polinomok a kovetkezSképpen vannak definialva:
1 d*((z*—1)")
P =1, P, =
(@) =1, Pala) o= g T
[gazoljuk, hogy R|[x]-ben ezek ortogonélis rendszert alkotnak az (f, g) := f_ll f(t)g(t)dt skala-

ris szorzatra. Bizonyitsuk be, hogy P,(1) = 1 minden n-re, tovabba hogy P, (z)-nek pontosan
n kiilonb6z6 valos gyoke van, amelyek mind a (—1, 1) nyilt intervallumba esnek.

(n>1).

13. (**) Keressiink olyan skalaris szorzast az R[z]| vektortéren, melyre a T,,(cos &) = cos na
képlettel definialt Csebisev-polinomok ortogondlis rendszert alkotnak.



