Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 8. és 9. prezentdciohoz tartozd feladatsor

B = A* pontosan akkor, ha minden u, v vektorra (Au,v) = (u, Bv). Az A* méatrixa (orto-
normalt bazisban) az A matrixanak transzponaltja R felett, és az A matrixanak transzponélt
konjugaltja C felett. Az euklideszi terek specidlis transzformacioinak elnevezése:

R C
A=A szimmetrikus onadjungalt
A =A1 ortogonalis unitér
AA* =AA normalis

Egy transzformacioé pontosan akkor unitér (ortogondlis), ha tévolsagtartd, azaz ha skalar-
szorzattarto, azaz ha ONB-t ONB-be visz. Egy C feletti transzformécié pontosan akkor dia-
gonalizalhat6 unitér transzformacioval (azaz alkalmas ONB-ben), ha normalis. Egy R feletti
transzformécié pontosan akkor diagonalizalhaté ortogondlis transzformécioval (azaz alkal-
mas ONB-ben), ha szimmetrikus (ez a fdtengelytétel). Unitér transzformacio sajatértékei
egységnyi abszolit értéktiek. Onadjungalt transzformacio sajatértékei valosak.

1. Adjuk meg a sikon a tiikrozések, forgatasok, merdleges vetitések adjungaltjat. Melyek
lesznek szimmetrikusak, illetve ortogonalisak?

2. A C* alabbi transzformacioi koziil melyek normalisak, énadjungaltak, unitérek?

Uy 0 Uy m Uy Uy
Uz Uy Ug Uy Uz Uy
A p— 5 B pr— 5 C pr— 5
us U2 usg Uz us Uy
Uy Uus Uy us Uy U1
Uy Uy + Ug + Uz + Uy Uy Uy — U
D (%) _ U1+U2+U3—|—U4 E (%) _ Ug — U3
U3 Uy + Us +ug +ug |’ U3 Uz — Ug
Uy Ul + U2 + U3 + Uy Uy Ug — U7

3. Tekintsiik R*-en az el6z6 feladat B és D transzformécioit, valamint az alabbiakat:

Uy Uy Uy (up — ug + ug — uyg)/2 Uy Uy + Usg
Flue| _ |us a 2| (ug — ug — ug + uy)/2 PR I K
Us Ug | Us (uy + ug +uz +uy) /2| 7 Us Uz + Uy
Uy U1 Uy (Ul + U — U3 — U4)/2 Uy U3 — Uy

Melyek szimmetrikusak, illetve ortogonalisak? A szimmetrikusakhoz adjunk meg ortonor-
malt sajatbazist, az ortogonalisakhoz pedig olyan bazist, amelyben a matrixra az el6adason
szerepelt tételnek megfeleld, forgatasokat és +1-et tartalmazo blokkokra bomlik.

4. (**) Bizonyitsuk be az alabbiakat.

(1) Ha Av = \v és A*w = pw, akkor A\ = u vagy v L w.
(2) Ker A* = (Im A)* és Tm A* = (Ker A)*.

(3) AA*—O — A=0

(4) AAB=0 = Im(A)+Im(B) =Im A& Im B.

(5) A*B BA*=0 = Im(A+B)=Im A& ImB.
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5. (**) Igazoljuk, hogy ha A és B 6nadjungalt, akkor AB pontosan akkor 6nadjungalt, ha
AB = BA.

6. (**) Mutassuk meg, hogy egy normalis transzformécio sajatalterei paronként merélege-
sek. Igaz-e a megforditas?

7. (**) Igaz-e, hogy ha két normalis transzformacio felcserélhets, akkor megegyeznek a sa-
jatvektoraik? Igaz-e a megforditas?

8. (**) Mutassuk meg, hogy az A transzformacié akkor és csak akkor normalis, ha tetszdle-
ges v vektorra [|Av|| = ||A*v|| teljesiil.

9. (**) Mutassuk meg, hogy egy transzformacio akkor és csak akkor merélegességtarto, ha
egy unitér (illetve ortogonalis) transzforméacio skalarszorosa.

10. (**) Bizonyitsuk be, hogy ha A ortogonalis és szimmetrikus, akkor A% az identités.
Megfordithato-e ez az &llitas?

11. (**) Igazoljuk, hogy A akkor és csak akkor normaélis, ha A* polinomja A-nak.
12. (**) Hatarozzuk meg a valos euklideszi sikon az Gsszes normalis transzformaciot.

13. (**) Igazoljuk, hogy minden C feletti linearis transzforméacio felirhato egy unitér és
egy onadjungélt transzformacié szorzataként, és hogy egy transzformacié pontosan akkor
normalis, ha felirhatdé egy unitér és egy Onadjungdlt transzforméacié szorzataként, melyek
felcserélhetsk.

14. (*) Legyen T a sik egy transzformacioja, ami nem nyujtas. Igazoljuk, hogy ha T diago-
nalizalhato, akkor négy invarians altere van; ha nincs valos sajatértéke, akkor kettd; kiilonben
pedig harom. Adjunk meg a térben egy olyan linearis transzforméaciot, melynek van olyan
kétdimenzios invarians altere, ami nem sajataltér.

15. (*) Mutassuk meg, hogy A minden sajatalterének minden altere, toviabba Im(A) és
Ker(A) is A-invarians altér.

16. (*) Legyen A a derivalas a legfeljebb harmadfoki polinomok terén. Hatéarozzuk meg A
invaridns altereit.

17. (*) Hatarozzuk meg egy 4 x 4-es Jordan-blokk invarians altereit. Filigg-e a valasz attol,
hogy mi a blokkban szerepls sajatérték?

18. (*) Milyen kapcsolatban allnak A és A* karakterisztikus polinomja, minimélpolinomja,
sajatértékei, sajatalterei, invarians alterei?

19. (*) Melyek azok a transzforméaciok, melyekre minden altér invarians?

20. (*) Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor A minden sajataltere, tovabba Im(A) és
Ker(A) is B-invarians altér.

21. (**) Jelolje Jyx a k x k-as, A sajatértékd Jordan-blokkot.

(1) Melyek azok a k x k-as matrixok, amelyek felcserélhetek J) j-val?

(2) Tegyiik fol, hogy az M € C** matrix Jordan-normélalakja egyetlen blokkbol &ll.
Igazoljuk, hogy az M-mel felcserélheté matrixok halmaza {p(M) | p € C|x]}.

(3) Tgazoljuk a fenti allitas megfelelgjét abban az altalanosabb esetben, amikor M minden
sajatértéke csak egy Jordan-blokkban fordul els.

(4) Es altaldban {A € C*** | AM = M A} =?




