Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
Az 5. és 6. prezentdcicdhoz tartozo feladatsor megolddsa

1. MINIMALPOLINOM

Emlékeztetd: Polinomba matrixot igy helyettesitiink, hogy az x helyébe irjuk, és a konstans
tagot az egységmdtrizszal szorozzuk. A minimalpolinom a legalacsonyabb foka nor-
malt polinom, aminek a matrix gyoke. Az Osszes tobbi polinom, aminek a matrix
gyoke, oszthaté a minimalpolinommal. A miniméalpolinom gyo6kei a sajatértékek
(mindegyik), és osztéja a karakterisztikus polinomnak (Cayley-Hamilton-tétel).

Algoritmus kis mdtrizokra: kiszamitjuk a karakterisztikus polinomot, gyoktényezds alakra
bontjuk, és meghatarozzuk a normalt osztokat. Ez ugyanigy megy, mint szdmelméletbdl:
ahogy a 12 = 2%.3 oszt6i a 2'37 alakit szamok, ahol 0 < i < 2és 0 < j < 1, ugyanigy példaul
k(z) = 2*(1 — x) normalt osztdi az z*(z — 1)7 alakt polinomok, ahol 0 <i <2és 0 <5 < 1.
Mivel a minimalpolinomnak minden sajatérték gyoke, ezért a 0 kitevét nem kell figyelembe
venni, tehat ebben a konkrét esetben csak az z(z — 1) és az z*(xz — 1) polinomokat kell
tekinteni. A kovetkez$ lépésben az ilyen osztokba behelyettesitjiik a matrixot, és feljegyez-
ziik, hogy nullat kapunk-e. Magaba a karakterisztikus polinomba felesleges behelyettesiteni,
mert annak a Cayley-Hamilton-tétel szerint biztosan gyoke a métrix. A minimélpolinom a
legalacsonyabb foki lesz a felsoroltak koziil, amelynek a méatrix gyoke. A konkrét példaban
ha z(z — 1)-nek gyoke a matrix, akkor ez a minimalpolinom, ha nem, akkor z*(z — 1).

Hatdrozzuk meg az aldbbi M mdtrizok minimdlpolinomjdat. Melyek diagonalizdlhatok?

9 1 2 00 200 2 00 200 1 11
{_1 0} 1 20 0 20 1 20 1 30 1 11
0 0 2 00 3 00 3 00 3 1 11

Az els6 matrixra k(x) = (z — 1)?, a normélt osztok z — 1 és (z — 1)%. Az el6bbinek nem
gyoke M, mert M — E # 0, és igy m(z) = (z — 1)%. A masodik métrixra k(x) = (z — 2)3, az
x — 2-nek nem gyoke M, mert M nem az egységmatrix kétszerese, viszont (M — 2E)% = 0
(blokkonként végezhetjiik a négyzetre emelést), ezért m(z) = (x — 2)2. Lathato, hogy a
gyoktényezds alakba is szabad behelyettesiteni. A harmadik matrixra k(z) = (x —2)*(x —3).
Itt 1 x l-es blokkok vannak, és ezért a legalacsonyabb foku jelolt, m(z) = (z — 2)(x — 3)
megfelels lesz. Altalaban egy diagondlis mdtriz esetében a minimdlpolinom a fédtlobeli ele-
mekhez tartozo gyoktényezdk szorzata, az eqyenld gyoktényezdket csak egyszer szerepeltetve.
A tovabbi minimalpolinomok sorban (z —2)*(z —3), (z —2)(z — 3), z(z — 3). A sajatalterek
dimenzio6it kiszamitva kideriil, hogy az elsd, a masodik és a negyedik matrix nem diagona-
lizalhato, a tobbi igen. Altalaban egy matrix akkor és csak akkor diagonalizalhato
C folott, ha a minimalpolinomjanak minden gyoke egyszeres.

Hogyan olvashatjuk le rdnézésre eqy 2 X 2-es mdtriz minimdlpolinomyjdt?

Ha AE alaki, ahol F az egységmatrix, akkor m(x) = z — A, egyébként m(z) = k(z). Ha
ugyanis a minimalpolinom els6éfoki, azaz x — A\, akkor M — AE = 0. Ha nem, akkor mivel
osztoja k(x)-nek, és mindkettd normalt, m(x) = k(x).

Hogyan ldtszik a minimdlpolinomrdl, hogy a transzformdcionak létezik inverze?

A nulla nem sajatérték, azaz m(0) # 0.
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Mutassuk meg, hogy ha M € C"*" és 3kM* = E, akkor M diagonalizdlhaté.

Mivel M gydke ¥ — 1-nek, ezért m(x) | 2% — 1, és igy m(z) minden gydke egyszeres.

Vezessiik le a Cayley—Hamilton-tételbdl: ha M € C™" nilpotens (IkM* = 0), akkor M™ = 0.
Mivel M gycke x*-nak, ezért m(z) | 2%, de m foka legfeljebb n, igy m(x) | z™.

Oldjuk meg Q***-ben az X* = 2X egyenletet.

Mivel X gyoke ! — 2z = x(2® — 2)-nek, ezért a racionalis egyiitthatos m(z) osztoja ennek a
polinomnak. A Schénemann-Eisenstein miatt 2°—2 irreducibilis Q f6l6tt, ezért z(x3 —2)-nek
a normalt racionélis egyiitthatos osztoi 1, z, 3 — 2, z(23 — 2). Az X matrix 2 x 2-es, ezért
m legfeljebb masodfoki. De m(z) # 1, mert a konstans 1 polinomba X-et helyettesitve nem
nullat, hanem az egységmatrixot kapjuk. Ezért m(x) = z, azaz 0 = m(X) = X.

2. HASONLOSAG, JORDAN-ALAK

Emlékeztetd: Két matrix hasonld, ha ugyanannak a transzformacionak a matrixai, csak
esetleg mas béazisban (azaz ha bazistranszformacioval egyméasba vihetdk). Hasonlo matri-
xoknak ugyanaz a determinansa, a rangja, a karakterisztikus- és a minimalpolinomja, a
sajatértékei (de a sajatvektorai nem feltétleniil), mert ezek A és [A] esetében ugyanazok.
Egy matrix Jordan-blokk, ha a f6atlojadban végig ugyanaz a A all, az alatta levs ferde
sorban csupa l-es van, a matrix tobbi eleme pedig nulla. Egy matrix Jordan-alaki, ha
diagonélis helyzetii Jordan-blokkokbol 4ll, és a t6bbi eleme nulla. C f616tt minden matrix ha-
sonlo egy Jordan-alakt matrixhoz, ami a blokkok sorrendjétsl eltekintve egyértelmd. Ennek
minimalpolinomja [](z — \;)*i, ahol k; a legnagyobb \-hez tartozé Jordan-blokk mérete.

Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrizok Jordan-alakjdt.
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Az 1, 2, 3, 5, 6 sorszamu matrixok Jordan-alakiak. (A 2-es szamu is: az diagonalis, 1 x 1-es
blokkokbol all.) A 4-es viszont nem, mert a bal fels§ sarok 2 x 2-es blokkjaban a f6atlo
két eleme nem egyenld. Ilyenkor a minimélpolinombo6l kévetkeztethetiink a Jordan-blokkok
szamara és méretére. A 4-es matrix esetében ez (r —2)(x —3), ezért a Jordan-alak diagonalis.
A f6atloban két darab 3-asnak kell lennie, mert a karakterisztikus polinom (2—z)(3—z)%. A7
és 8 szami matrixok minimalpolinomja 2, igy ezek Jordan-alakjaban van egy 2 x 2-es blokk
nulla sajatértékkel. Emellé mar csak egy 1 x 1-es blokk fér el (nulla sajatértékkel). A 9-es
matrixnak 23 a minimalpolinomja, ezért a Jordan alakja egy 3 x 3-as blokk. A 10-es matrix
minimalpolinomja (x — 1)?, ezért egy darab 2 x 2-es blokk 1 sajatértékkel. A 11-es matrixot
mar diagonalizaltuk: két 0 és egy 3-as van a f6atloban. A 12-es métrix miniméalpolinomja
2?(x — 1), ezért egy 2 x 2-es 0-t tartalmazo és egy 1 x l-es 1-et tartalmazo blokkja van.
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Vegyiik észre: az 5-0s és 6-0s szamt matrix minimalpolinomja (z — 2)?, karakterisztikus
polinomja (z—2)%, ezért ennek alapjan nem lehet megmondani a Jordan-alakjukat. Nagyobb
matrixok esetében még rosszabb a helyzet, masmilyen algoritmust kell hasznélni. Ezt a két
matrixot megkiilonbozteti az, hogy M — 2FE rangja az egyik esetben 1, a masikban 2.

Van-e olyan mdtriz, melyre k(z) = 2*—2? ésm(x) = 22 —z; m(z) = 23 —x; m(z) = 2* —2?¢

A karakterisztikus polinom gyokei 0, 1, —1, ezért 22 — x nem lehet a minimélpolinom, mert
nem gyoke a —1. A masik két eset elsfordulhat. Az 23 —x esetében egy diagonalis matrix felel

meg, a f6atloban két 0, egy 1 és egy —1 szerepel. Az z* — 22 minimalpolinomhoz a métrixban
legyen egy 2 x 2-es Jordan-blokk 0 sajatértékkel, és két 1 x 1-es blokk 41 sajatértékkel.

Az aldbbt mdtrizok kiozil melyek hasonlok?

G2 (2 G2) () G2) G2 ()

Két méatrix akkor hasonlo, ha Jordan-alakjuk a blokkok sorrendjétdl eltekintve ugyanaz. Egy
2 x 2-es matrix Jordan alakja vagy egy 2 X 2-es blokkbol, vagy két 1 x 1l-es blokkbol all.
Az els6 esetet onnan ismerhetjiik fel, hogy a minimalpolinom (z — A\)%. A diagonalizalhato
esetben a f6atloban a karakterisztikus polinom két gyoke all, amik lehetnek egyenlSk is, de
ekkor a minimalpolinom = — A lesz. A hasonlosagi osztalyok {1}, {2,3}, {4}, {5}, {6,7}.

Hogyan olvashatd le a rang a Jordan-alakrdl?

A matrix méretébdl kell kivonni a nulla sajatértékhez tartozé blokkok szamat.

3. TOVABBI FELADATOK

1. Igazoljuk, hogy ha M invertdlhato mdtriz, akkor M1 polinomja M -nek.

A ky(z) konstans tagja nem nulla, igy k(M) = 0-t M ~'-gyel szorozva M~! kifejezhetd.

2. Igazoljuk, hogy a Gauss-elimindcio elvégzése utdn kapott mdtrix sorrangja é€s determi-
ndnsrangja is megegyezik a vezéregyesek szimdval — lasd Zabradi Gergd jegyzetét.

3. Igazoljuk, hogy ha A, B € Hom(V, W), akkor r(A+ B) < r(A) + r(B). Adjunk példdt

olyan esetre, amikor eqyenldség dll, és olyanra is, amikor nem.

Ha Uy, Uy alterek, akkor dim(U; + Usy) = dim Uy + dim Uy — dim(U; NUy) < dim Uy + dim Us.
Mivel (A + B)(v) = A(v) + B(v) € Im A 4+ Im B, ezért Im(A+ B) C Im A + Im B. Tehéat
r(A+ B) = dimIm(A + B) < dim(ImA +Im B) < dimIm A + dimIm B = r(A) + r(B).
Példdk: ha B = —A # 0, akkor r(A+ B) = 0 és r(A) +r(B) = 2r(A) # 0. Ha viszont
A az z-tengelyre, B az y-tengelyre valé merdleges vetités a sikon, akkor r(A) = r(B) = 1,
tovabba A + B a sik identitésa, melynek rangja 2. (Persze B = 0 esetén is egyenlGség all.)

4. (**) A hétfeji sdrkdny és a kirdlylany: V/11-es feladat.

Mindketten életben maradnak. A kiralylany a matrix rangjat 9-re valtoztatja tgy, hogy vesz
egy 9 X 9-es részmatrixot, melynek egy b eleméhez tartozé aldeterminansa nem nulla, és b-t
megvaltoztatja. A sarkdny a rangot csak 8-ra tudja levinni. A htg olyan matrixot hagy
a sarkanynak, melynek egyik aldeterminidnsa sem nulla, de a méatrix determinansa nulla.
Barhogy valtoztat a sarkany, 8 lesz a rang.



