Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
Az 5. és 6. prezentdcichoz tartozo feladatsor

1. Hatéarozzuk meg a 4. feladatsor els6 feladataban szereplé matrixok és transzformaciok;
egy altaldnos diagonéalis matrix; valamint az aldbbi matrixok minimélpolinomjat, rangjat és
Jordan-alakjat. Az utolsé sor matrixai koziil melyek hasonlok?
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2. Melyek azok az A linearis transzforméciok a sikon, melyekre ma(z) elséfoku, illetve
melyekre ma(x) # ka(xz)? Hogyan latszik a minimalpolinomrol, hogy a transzformacionak
létezik inverze? Hogyan olvashaté le a rang a Jordan-alakrol?

3. Van-e olyan matrix, amelynek a karakterisztikus polinomja 2* — 22 és a minimélpolinomja
(a) 2* — x; (b) 2% — x5 (¢) 2 — 2?7

4. Mutassuk meg, hogy ha M € C"*" ¢s IkM* = E, akkor M diagonalizalhato.

5. (*) Igazoljuk, hogy egy Q"*"-beli matrix minimélpolinomja ugyanaz Q és C felett.

6. Oldjuk meg Q***-ben az X* = 2X egyenletet. Igazoljuk, hogy ha M € Q**?, akkor
M0 =0 —= M?=0. Igaz ez Q***-ban is?

7. (**) Legyen M egy n x n-es nilpotens métrix (azaz IkM* = 0). Igazoljuk, hogy M™ = 0.
Mutassuk meg, hogy egy komplex elemi négyzetes matrix akkor és csak akkor nilpotens, ha
minden hatvanyanak nulla a nyoma. Az els6 hany hatvanyra kell ezt feltenni?

8. Igazoljuk, hogy ha M invertdlhaté matrix, akkor M ~! polinomja M-nek.

9. Igazoljuk, hogy a Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott matrix sorrangja és determi-
nansrangja is megegyezik a vezéregyesek szadmaval.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B linearis leképzések, melyekre A + B értelmes, akkor
Im(A+ B) C Im(A) 4+ Im(B), és ezért r(A+ B) < r(A) +r(B). Adjunk példat olyan esetre,
amikor egyenlség all, és olyanra is, amikor nem.

11. (*) Ejfelkor a hétfeji sarkany megjelent a kiralylanynal, felirt egy 13 x21-es 8 rangt valos
matrixot, és a kovetkezGket mondta. ,Minden reggel megvaltoztathatod a matrix egy elemét.
En minden éjjel eljovok, és én is megvaltoztathatom a matrix egy elemét. Ha a matrix rangjat
hétté tudom tenni, akkor felfallak.” Erdemes-e a kiralylanynak algebrat tanulnia?

A sarkany a kiralylany hugahoz is bement. ,Neked egy 8 rangu 8 x 8-as M maétrixot kell
most felirnod. Minden reggel meg kell valtoztatnod a méatrix egy elemét (tehat M-et mar
holnap reggel is). En minden éjjel eljovok, és én is megvéltoztatom a métrix egy elemét.
Mindketten mindig kotelesek vagyunk egy-egy elemet ténylegesen meg is valtoztatni. Ha a
matrix rangjat hétté tudom tenni, akkor felfallak.” A kiralylany huga életben maradt-e?
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12. (**) Bizonyitsuk be, hogy egy tetsz6leges K test feletti polinom elgall (konstans szorzo
erejéig) egy alkalmas K feletti vektortéren értelmezett linearis transzformacio karakteriszti-
kus polinomjaként. Igaz-e az allitas karakterisztikus polinom helyett minimalpolinommal?
Igaz-e, hogy ha f egy k-adfoka polinom, és k < n, akkor f (konstans szorzé erejéig) egy
alkalmas n x n-es matrix miniméalpolinomja? Fiigg-e a valasz az alaptestt6l?

13. (**) Mutassuk meg, hogy ha J = AE 4+ N egy Jordan-blokk, és f egy polinom, akkor
f(J)-ben a f6atl6 felett csupa nulla all, és a f6atloval parhuzamos, a f6atlotol lefelé szamitott
k-adik ,ferde sor” mindegyik eleme f*)()\)/k!, ahol a *) kitevs k-adik derivaltat jeldl.

14. (**) Tegyiik fol, hogy egy A € Q™ " matrix Osszes sajatértéke racionalis. Igazoljuk,
hogy ha A diagonalizalhato C felett, akkor diagonalizdlhato Q felett is. Igaz-e, hogy A-nak
létezik Jordan-alakja Q folott?

15. (**) Bizonyitsuk be, hogy algebrailag zart test f6l6tt minden négyzetes matrix hasonlo
a transzponaltjahoz.

16. (**) Legyen A € C™", B € C*** ¢s tekintsiik az n x k-as matrixok C"** vektorterén
azt a linearis transzformaciot, ami egy M € C"** matrixhoz az AM — M B € C™** matrixot

rendeli. Igazoljuk, hogy ez a linearis transzformacié pontosan akkor bijektiv, ha A-nak és
B-nek nincs kozos sajatértéke.

17. (**) Mutassuk meg, hogy sajatalterek sszege direkt Gsszeg (ketténél tobb tagra is).

18. (**) Bizonyitsuk be, hogy ha A € Hom(V') és m4 = fg, ahol f és g relativ primek, akkor
V az A-invarians Ker f(A) és Kerg(A) alterek alterek direkt Gsszege. Ha A-t lesziikitjiik
ezekre az alterekre, akkor mi lesz a minimalpolinom? Adjunk meg ennek alapjan egy olyan
bazist, amelyben A métrixa diagonélis blokkokra bomlik, és minden blokk minimalpolinomja
egy irreducibilis polinom hatvanya.

19. (**) Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor A minden sajataltere, tovabba Im A és
Ker A is B-invarians altér. Elhagyhato-e a felcserélhetdség feltétele?

20. (**) Tegyiik fel, hogy A egy olyan linearis transzformacio egy n-dimenziés téren, mely-
nek n kiillonb6z§ sajatértéke van. Igazoljuk, hogy A-nak pontosan 2" invarians altere van,
tovabbéa, hogy minden A-val felcserélhetd linearis transzformécioé diagonalizalhato.

21. (*#*) Legyen V egy C feletti n-dimenzios vektortér, A pedig egy linearis transzformécio
V-n. Bizonyitsuk be, hogy V-nek minden 0 < k < n-re van k-dimenzioés A-invarians altere.

22. (**) Végtelen test f6lott mely transzformécioknak van végtelen sok invarians altere?

23. (**) Legyen V véges dimenzios, A € Hom(V') és 0 # v € V. Jelolje tovabba m a4, azt a
miniméalis fokt normalt polinomot, melyre my4,(A)v = 0. Igazoljuk a kovetkezGket:

(1) A minimalpolinomja az 6sszes my, legkisebb kéz6s tobbszorose, midén v befutja V-t.

(2) W = (v, Av, A%v,...) épp a v-t tartalmazo6 legsziikebb A-invarians altér.

(3) dim(IV) = deg(ma,).

(4) Ha A minimalpolinomjanak van k-adfoki irreducibilis osztoja, akkor A-nak van k-
dimenzids invarians altere.

(5) Egy linearis transzformécié karakterisztikus polinomja akkor és csak akkor irreduci-
bilis, ha a transzformacionak csak két invarians altere van (a trivialisak).

Hatarozzuk meg az m 4, polinomot tetszéleges v esetén, ha A a sikon egy tengelyes tiikrozés,
egy forgatas, valamint ha A a derivalas a polinomok vektorterén.



