Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 8. és 4. prezentdcichoz tartozo feladatsor megolddsa, 1. rész

1. LINEARIS LEKEPEZESEK

Emlékeztets: Az A 'V — W leképezés két azonos test feletti vektortér kozott akkor
linearis, ha az alabbi két tulajdonsag teljestil.

(1) A(vy 4+ vg) = A(v1) + A(vy) (Gsszegtartas).

(2) A(\v) = AA(v) (A-szoros tartasa).
Pl. a komplex konjugalas, A(v) = ¥ Osszegtarto: Osszeg konjugaltja a konjugaltak Gsszege.
Az altérhez hasonloan példat kell adni, ha azt gondoljuk, hogy valamelyik feltétel nem tel-
jesiil. Tipikusan a homogén linearis képlettel megadott lelépezések lesznek linearisak. Az
Osszegtartas kovetkezménye, hogy a nullvektor képe a nullvektor, ezt els6ként nézziik meg.
Az origot fixalo hasonlosagok (specilisan az egybevagosagok) linearisak.

Miért nem linedrisak az aldbbi leképezések?

(@) V=R azR felett, W = C a C felett, A az 1 + i szdmmal valé szorzds.
(b W =C az R felett, A a négyzetre emelés; az abszolit érték képzése.
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R W =R azR felett, A(v) a v komponenseinek a szorzata.
= R**?2 gz R felett, A(M) = M?; A(M) = iM.
a stk R felett, A egy eltolds; az (1,1) pontra tikrizés.
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Az (a) nem ugyanazon test f6lotti vektorterek kozott megy. A (b)-nél (1 + 1) # 12 + 12,
1lletve [14(=1)| # |1|+]|—1]. A (c) esetében v = [1, 1] és A = 2 ellenpélda, mert 2-2 # 2(1-1).
A (d)-ben v legyen az egységmatrix és A = 2; az M +— iM kivezet a vektortérbsl. Az (1,1)-re
valo tiikrozés a nullat nem viszi nullaba, és az eltolas sem (kivéve ha helybenhagyés).

2. LEKEPEZESEK MATRIXA

A matrix és a leképezés ugyanannak az éremnek a két oldala, ahhoz hasonléan, ahogy egy
geometria feladatot is meg lehet oldani elemi eszkozokkel és koordinatakkal valo szdmolassal
is. A leképezés miikodését latni lehet, sokszor igy érdemes tételeket bizonyitani. A mét-
rix viszont a konkrét szamitasokhoz nélkiilozhetetlen, mint példaul a kovetkezd feladatban.
A feladatot megoldhatnank elemi geometriai eszkézokkel is, de gyorsabb attérni matrixokra.

1. Legyen A az a z-tengely kérili 90 fokos forgatds, ami az x-tengelyt az y-tengelybe viszi,
és B az a transzformdcid, ami minden pontot tikréz a (0,0,0) és (1,1,1) pontokat dsszekitd
egyenesre. Mi ezeknél az (1,2,3) pont képe? Igaz-e, hogy AB = BA? (Megoldas késébb.)

Emlékeztetd. Legyen b béazis V-ben és ¢ bazis W-ben. Ekkor az [A]/p, métrix kiszdmitasa:

(1) Rajzolunk egy iires matrixot, balra a sorok mellé odairjuk a ¢ = (cy,...,c;) bazis
elemeit, az oszlopok tetejére pedlg az A(b;) vektorokat, ahol b = (by,...,b,).

(2) Ha A(b;) = Aic1 + ... + \gey, akkor a Mg, ..., g szamokat beirjuk az i-edik oszlopba.
(Lineéris egyenletrendszert kell megoldani, de a szokdsos bazisban ez egyszerti.)

Az AB kompozici6 métrixa az A és B matrixanak szorzata, egy v vektor A(v) képének ko-
ordinatéit pedig tgy kapjuk meg, hogy A méatrixat megszorozzuk v koordinatavektoraval.
Képletben [ABla/m = [Ala/c[Ble/b és [A(v)]e = [Ale/bv]b. A bazisokat tgy lehet megjegyez-
ni, hogy a fenti képletekben a tortek ,kiegyszertisodnek”, példaul d/b = (d/c)(c/b).
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Irjuk fel az aldbbi leképezések mdtrizdt a szokdsos bdzispdrban.

(a) V=W =C azR felett, A az 3-mal szorzds; az 1 + i-vel szorzds; a konjugdlds.

V=W =R>? qzR felett, A(M) = MT; A(M)=2M; A(M) =iM.

V = R[z| legfeljebb harmadfoki elemei, W = C az R felett, A(f) = f(7).

V =W = R|x] legfeljebb harmadfoki elemei az R felett, A(f) = f' (derivdlt).

V =W a sik R felett, A az y = x egyenesre tikrozés, az origé korili +90 fokos,
letve o szogi forgatds; az y = x egyenesre vald fliggdleges iranyi vetités.

Mintamegoldds (d)-re. Az els6 vektortér szokasos béazisa (1, z, 22, z%). Ezekbe a polinomokba
kell -t helyettesiteni, és az eredményt felirni a komplex szamok szokasos, valos folotti (1,7)
bazisdban. Példaul A(z®) = i3 = 0.1+ (=1) - 4, ezért a matrix negyedik oszlopéba 0 és
—1 keriil. Figyeljiink arra, hogy a matrixba skalarokat (az egyiitthatokat) kell irni, nem
vektorokat (tehat nem polinomokat, vagy ebben az esetben komplex szamokat), és hogy a
matrix sorainak szama dim(W), oszlopainak szama dim(V'). Az eredmények a kévetkezdk.

(a) (g g); G _D; (é _(1)> () (1 1 1) (R bazisa az 1 szam.)

1000 2000 0100
0010 0200 10 -1 0 0020
© Jo1oo|" loo2o (d)(01 0—1)(6) 000 3
0001 000 2 0000

0 1 0 —1 cosa —sina 10
() (1 O); (1 O)’ (sina cosa); (1 O)'

Az y = x-re val6 fiiggbleges vetitésnél egy pont képét tigy kapjuk meg, hogy a rajta atmend
fiiggtleges egyenesnek a metszéspontjat vessziik az y = x egyenessel. A derivilasnal csupa
legfeljebb méasodfokt polinomot kapunk, igy a métrix utolsé sora nulla.

Mely geometriai transzformdciok tartoznak az aldbbi mdtrizokhoz a szokdsos bdzisban?

e 6o G0 ) (o) ©3) )

Az [A(v)] = [A][v] képlet alapjan az (x,y) pont képét ugy kaphatjuk meg, hogy ennek koor-
dinatavektorét, vagyis az [z,y]? oszlopvektort (balrél) megszorozzuk a feladatban szerepls
métrixokkal. Példaul a harmadik matrix esetében a szorzat a [—x, —y|”, ez a transzformécio
tehat az (x,y) pontot (—z, —y)-ba viszi. Ez az origora tiikrozés. A t6bbi métrix esetében a
transzforméaciok rendre a kdvetkezGk: helybenhagyas; a nulla transzformacio; az x-tengelyre
tiikrozés (vessiik Gssze a komplex konjugalas méatrixéaval); az origo koriili —90 fokos forgatas;
az origd kozéppontu haromszoros nyuijtas; az y-tengelyre valdé merdleges vetités.

0 -1 0 -1 2 2
A fenti 1. feladatban [A]= 1 0 0| és[B]=(1/3)| 2 -1 2] (az (1/3,1/3,1/3)
0 01 2 2 -1

pontra tiikrozziik a bazisvektorokat). Matrix-vektor szorzéssal latjuk, hogy az (1,2,3) képe
(—2,1,3), illetve (3,2,1). A két matrix nem felcserélhets, ezért AB # BA.
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3. BAZISTRANSZFORMACIO

il)) i) Mi a mdtriza az (1,1), (1,2) bdzisban?
Az (1,1) képét ugy kapjuk meg, hogy a métrixot megszorozzuk [1,1]7-tal, az eredmény (3, 7).
Hasonloan (1,2) képe (5,11). Ezeket kell felirni az 6j bazisban. Az a(1,1) 4+ 5(1,2) = (3,7)
megoldasa a = —1 és J = 4, ezeket irjuk az Gj matrix elsé oszlopdba. A masodik oszlopba
az a(1,1) + B(1,2) = (5,11) megoldasa keriil, vagyis —1 és 6.

Oldjuk meg a feladatot a bazistranszformaéacié képletével is. Az Gj bazisra valo attérés
S matrixa ugy kaphatd, hogy a méatrix bal oldaldra a régi bazist irjuk, a tetejére az tjat,
majd az oszlopokba olyan skalarokat, amelyek az uj bazis elemeit a régi bazis elemeivel irjak
fol. Ekkor az 1j matrixot az S™1M S képlet adja, ahol M a régi matrix. A fenti esetben ez

(2) GGG ED6E-C )

(emlékezziink ra, hogy kétszer kettes matrix inverze az aldeterminansos képlet szerint gy
kaphat6, hogy a féatloban cseréliink, a mellékatloban elGjelet valtunk, és osztunk a deter-
minanssal). Vegyiik észre, hogy a bazistranszformacio képlete az el6z6 gondolatmenetben
szerepl egyenletrendszerek megoldasat automatizalja, hiszen Sz = v megoldasa z = S~ 1.

Az A mdtriza a stk szokdsos bdzisdban (

4. TOVABBI FELADATOK

2. (*) Ha egy transzformaci6 méatrixa M, mi a matrix akkor, ha mindegyik bazisvektort
(csak az els bazisvektort) a kétszeresére noveljiik? Es ha az els6 bazisvektort az els6 kettd
Osszegével helyettesitjiik? Mely transzforméacioknak ugyanaz minden bazisban a maéatrixa?
Melyek azok, amelyek mindegyik linearis transzformacioval felcserélhetGk?

Az elsé esetben a matrix nem valtozik. A masodikban az els6 sor felezdik, az els6 oszlop két-
szerezGdik (az elsd sor elsé eleme nem valtozik). A harmadikban az els6 oszlophoz hozzaado-
dik a masodik oszlop, a méasodik sorbol kivonodik az elsé sor (ma1-b8l may +mag —my —mys
lesz). Ha A méatrixa minden bézisban ugyanaz, akkor egy-egy bazisvektor kétszerezésével 1at-
juk, hogy a matrix diagonélis, majd egy bazisvektor mésikhoz adasaval, hogy a diagonalisban
csupa egyenld elemek vannak. Ezért [A] az egységmatrix skalarszorosa. A bazistranszforma-
ci6 képlete szerint az utolsod kérdésre is ugyanez a valasz.

3. Legyen M az y = x egyenesre valo fligg6leges iranyt vetités matrixa. Adjunk meg olyan
K és L nem nulla, kétszer kettes valos matrixokat, melyekre KM =0 = ML.

A K olyan leképezés matrixa, amelyre igaz, hogy a vetités utdn alkalmazva a nulla transz-
forméaciot kapjuk. Ilyen transzformacié barmilyen egyenesre valé y = x irdnyu vetités. Az L
olyan transzforméacié matrixa, melyre igaz, hogy a fliggéleges vetitést utana alkalmazva nul-
lat kapunk. Ennek megfelel egy y-tengelyre valé barmilyen irdnya vetités. Ha az y-tengelyre
valo, y = x irdnya vetités matrixat vessziik, akkor még K = L is elérhetd.

4. Egy vektortérben talalhatd 1526 olyan altér, hogy semelyik ketts sem izomorf, de ennél
tobb nem. Hany dimenziés a vektortér?

Ha dim(V) = n, akkor van 0, 1,...,n-dimenzios altere (vegyiink egy bazist, és hagyjunk el
vektorokat), de masmilyen nincs. Két vektortér akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik,
tehat n + 1-féle paronként nem izomorf altere van. Ezért n = 1525.



