Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 2. prezentdcichoz tartozo feladatsor

1. Melyik bazis R%-ben? (a) (1,1) és (2,2); (b) (0,1) és (1,1); (c) (1,1) és (1,—1);
(d) (1,1)/v2 &s (1, —1)/v/2. Trjuk 6l (1,2) koordinatait a (b)- és (d)-beli bazisban is.

2. Melyik bazis R*-ben? (a) {(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5)}; (b) {(1,2,3), (0,1,0), (3,2,1)}:
(©) {(1,1,1), (1,2,4), (1,3,9)}: (d) {(1.2,3), (4,5.6), (7,8,9)}. Mik (1,0,0) koordinAtai?

3. Hatarozzuk meg az alabbi vektorterek dimenzi6jat, és adjunk meg egy-egy béazist.

(1) A komplex szamok R felett; a legfeljebb n-edfokt T feletti polinomok a T test felett.

(2) A legfeljebb n-edfoku C feletti polinomok R felett. Mi altalaban az Osszefiiggés egy
vektortér R és C feletti dimenzidja kozott?

3) Azon legfeljebb n-edfoku Q feletti polinomok @ felett, melyeknek 2; illetve v/2 gyoke.

4) Az R" azon elemei R felett, ahol az els6 koordinata is, a koordinatak osszege is 0.

5) A T%3; illetve T™*™ (foatlora) szimmetrikus métrixai a T test felett.

6) Egy X halmaz péaros elemszamu részhalmazai Fy folott.

4. Hatarozzuk meg {x—1, 2?—3x+2, 22— 6x+5} és {2 +22+2, 222 —3x+6, 322 —8x+10},
valamint az I/1, I/3(a), I/16 feladatokban szerepls vektorrendszerek rangjat.

5. Bizonyitsuk be, hogy r({vy, v, v3}) = r({v1 — 3vg, va, v3}).

6. Egy R f6lotti vektortérben egy 100 elemt vektorrendszer elemei koziil barmely 21 darab
Osszefiiggd. Legaldbb hany olyan vektor van a rendszerben, ami fligg a t6bbit6l?

7. Adjuk meg R* megadott két-két alterének dsszegét és metszetét. (a) Az elsé harom, illetve
az utols6 harom koordinata ugyanaz. (b) Az elsé harom, illetve az utolsé harom koordinata
osszege nulla. (¢) Minden koordinata egyenld, illetve a koordinatak osszege nulla.

8. Egy tizdimenziés térben kivalasztunk harom kilencdimenzios alteret. Mekkora lehet a
metszetiik dimenzi6ja? Adjunk példat minden lehetséges értékre.

9. (*) Legyen V véges dimenzids vektortér, és U, W alterek V-ben. Bizonyitsuk be, hogy
dim(U + W) = dim(U) 4+ dim(W) — dim(U N W).

10. Hany n — 1-dimenzios altere van egy R feletti n-dimenzios vektortérnek n > 2 esetén?

11. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak egy n-dimenzids V' vektortérben?

) Ha F' maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer.

) Ha G minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen.

) Barmely két generatorrendszer egyenld elemszami.

) Barmely két minimalis generatorrendszer egyenld elemszamu.

) Ha F' elemszama n, és fiiggetlen, akkor generatorrendszer (bazis) is.
) Ha G elemszama n, és generatorrendszer, akkor fiiggetlen (bazis) is.
) Barmely n elemt részhalmaz generatorrendszer.

12. (*) A szultan gondolt R™-ben egy bazist, amit Seherezadénak 1001 éjszaka alatt ki
kell talalnia, kiilonben kivégzik. Ejszakanként egy altala valasztott vektorrol megkérdezheti,
hogy mik a koordinatai. Eletben marad-e Seherezadé? Mi a helyzet akkor, ha mindig csak
az els6 koordinatara kérdezhet ra, és a kegyelem feltétele az elsG bazisvektor kitaldlasa?



