Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
Az 1. prezentdciohoz tartozo feladatsor megolddsa, 2. rész

1. ALTER

Emlékeztetd: Ha adott egy V vektortér egy W részhalmaza, akkor a kovetkezs lépésekkel
ellendrizhetjiik-e, hogy altér-e. Akkor lesz W altér, ha mindharom kérdésre igenl§ a vélasz.

(1) Benne van-e a nullvektor?

(2) Ha két vektor benne van, akkor benne van-e az dsszegiik is (zart-e az 6sszeadasra)?

(3) Ha egy vektor benne van, akkor benne van-e mindegyik skalarszorosa (zart-e a
skalarral szorzasra)?

Alteret alkotnak-e az R folotti R[z| vektortérben a legaldbb tizedfoki polinomok és a 0 (W1);
a pdros foki polinomok és a 0 (Ws); a legfeljebb tizedfokiak és a 0 (W3)?

Annak igazolasdhoz, hogy W nem altér, konkrét példat kell megadni, ami a fenti harom
feltétel valamelyikét cafolja. Példaul 2! és —2'% + 2 mutatja, hogy W, és W, sem altér,
mert ez két péros, és legalabb tizedfokd polinom, ezért mindkét halmazban benne vannak,
de Osszegiik x, ami tiznél alacsonyabb, paratlan fokd, ezért WWi-ben és Ws-ben sincs benne.

Annak igazolasdhoz, hogy W altér, bizonyitas sziikséges. Példaul Wy altér, és itt az
Osszegre valo zartsagot a kovetkezSképpen ellenérizhetjiik. Legyen f,g € W3. Ha f, g és
f + g egyike sem nulla, akkor f + g foka legfeljebb f és g fokdnak maximuma lehet, és ezért
f+geWs Ha f =0, akkor f +g =g € Ws3. Ha g =0, akkor f 4+ g = f € W3. Végiil ha
f+g=0,akkor f+g € W3. (Az esetszétvilasztas kell, mert a nullapolinomnak nincs foka.)

Tovabbi példak (1/14/(2) feladat): legyen V = R**® az R folott. Ekkor (8), (9), (12) altér,
a tobbi nem. Ellenpéldak: (5)-ben szorozzunk v/2-vel (ez a halmaz Q f5l6tt altér); (6)-ban
keressiink diagonalis méatrixokat; (7)-ben ne ugyanott legyen a két egyenls elem; (11)-ben
nincs benne a nulla. A (12) kiilonleges: azért altér, mert a nullmatrix az egyetlen eleme,
komplex f6l6tt az analég modon definialt halmaz nem altér.

Konyhaszabalyként lesztirhetjiik, hogy a ,homogén linedris” dsszefiiggéssel definidlt halma-
zok lesznek alterek, példaul ha a komponensek Gsszege nulla. (A homogén azt jelenti, hogy
a jobb oldalon nulla all: a (11)-beli példa Gsszefiiggése linearis, de nem homogén.) Ez az
intuicié azonban néha tévitra visz, ahogy a (12)-beli halmaz is mutatja.

Mik a sik és a tér alterei R folott?

Miel6tt az altalanos valaszt megtudnank, érdemes példat keresni arra, hogy az els§ és a
harmadik siknegyed uni6ja miért nem altér. Minden vektortérben altér a {0} és az egész
vektortér. A sik altereir ezeken kivil csak az origon ditmend eqyenesek, a tér alterei pedig
csak az origon dtmend egyenesek és sikok. Ezt késébb, a dimenzié fogalménak segitségével
igazoljuk. Azt azonban érdemes végiggondolni (esetleg a fizika tanulményokra visszaemlé-
kezve), hogy ha adott a sikon két fiiggetlen v és w vektor, akkor minden sikvektort fel tudunk
bontani v és w irdnyd komponensek Gsszegére, azaz felirhatjuk A\v + pw alakban.

Ha W altér V-ben, u € W ésv ¢ W, akkor hol helyezkedhet el u+v? Es ha u,v ¢ W?

Az els6 esetben u+ v ¢ W. Indirekt bizonyitunk: ha u+ v € W lenne, akkor mivel W zart a
kivonasra, (u+v) —u € W teljesiilne, ami ellentmondés. A masodik esetben u+wv lehet W-n
beliil is kiviil is. Mindkét esetre konnyi példat adni, ha pl. V' a sik, W pedig az z-tengely.
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2. GENERALAS

Melyik a ,leggazdasdgosabb” altér R[z]-ben, amely a 1, x, x* polinomokat tartalmazza?

,Leggazdasigosabb” alatt azt értjiik, hogy olyan kevés polinomot vegyiink be ebbe az altérbe,
amilyen keveset csak lehet. Legyen W a keresett altér. Ebben benne van a 22, és mivel altér,
ezért benne van ennek minden skalarszorosa is. Ugyanez igaz x és 1 esetében. De W zart
az Osszeadasra is, ezért o + B + yo? mindenképpen benne van. Vagyis benne van az dsszes
legfeljebb méasodfoku polinom (ide értve a nullat is). Ezek mar alteret alkotnak, ezért tébb
polinomot nem kell bevenni. A kapott W az 1, x, 2% altal generalt altér, jele (1, z,x?).

A W altér Jeggazdasagosabb” tulajdonsaga a kovetkezét jelenti. Sok olyan U altere lehet
R[z]-nek, aminek 1, z, % eleme. Ezek kézott W a legsziikebb, azaz W részhalmaza minden
ilyen U altérnek. Altalaban, ha vq,...,v, elemei egy V vektortérnek, akkor az altaluk
generalt (vi,...,v,) altér a legsziikebb olyan altere V-nek, amelynek vq,...,v, eleme.
Azaz V minden U alterére igaz, hogy ha vy,...,v, € U, akkor W C U. A W altéravy,...,v,
vektorok Osszes aqyv, + ...+ «,v, linearis kombinaciéiboél all, ahol aq, ..., «,, skalarok.

Mi a kiilonbség egy halmazrendszer legsziikebb, illetve minimdlis eleme kdzott?

Legyen H az egész szamok halmazéanak 6sszes véges, legalabb tizelemii részhalmaza. Ebben a
halmazrendszerben minden tizelemi halmaz minimalis elem, mert barmelyiket is vessziik,
annak egyetlen valodi részhalmaza sincs benne a H halmazrendszerben. De legsziikebb
eleme nincs H-nak, mert nincs olyan legaldbb tizelemi véges részhalmaz, amely része lenne
az Osszes legaldbb tizelemi véges részhalmaznak. Ha viszont az egész szamok halmazanak
az Osszes véges részhalmazat vessziik, ezek kozott van legsziikebb: az iires halmaz.

Igaz-e, hogy x € (1 + x,1 + 22, 2?), illetve hogy x € (1 —x,1 — 2, 2® — 32 +2) 7
Az els6 kérdés az, hogy * = ai(1 + z) + as(1 + 22) + azx? teljesiil-e alkalmas aq, as, a3
skalarokra. A megfelels egyiitthatokat felirva a kdvetkezs egyenletrendszert kapjuk:

220 = + az

r:1l= aq

1:0= o]+ oo .

Ez a lineéris egyenletrendszer akkor oldhat6 meg, vagyis akkor van benne a vektor a
generalt altérben, ha a Gauss-eliminaci6é soran nem keletkezik tilos sor. Itt nyilvan
a; =1, ag = —1, a3 = 1 megoldas. A mésodik kérdésre a valasz nemleges, keletkezni fog

tilos sor. Ezt szdmolas nélkiil is lathatjuk, mert az 1 — z, 1 — 2%, 22 — 32 + 2 polinomok
mindegyikének gyoke az 1, ezért minden linedris kombinacidjuknak is, az x-nek viszont nem.

Igaz-e, hogy (x,2? + 2,2 +2) C (1,2 + 1,2% + 1), illetve hogy e két altér eqyenld.

Azt kellene megvizsgalni, hogy tetszéleges oy, ao, a3 esetén oz +an(2?+2) +asz(r+2) benne
van-e az U = (1,2 + 1,2? + 1) altérben. Ha felirniank a megfelels linearis egyenletrendszert,
akkor abban o, as, ag paraméterként szerepelne a jobb oldalon. A Gauss-eliminécio ilyenkor
is miikodik, tehat meg tudnank oldani a feladatot. Azonban van egy gyorsabb eljaras is.
Elssként azt ellendrizziik, hogy z, 2% 4 2,  + 2 benne van-e az U altérben. Ha valamelyik
nincs, akkor a kérdéses tartalmazéas nem teljesiil. Ha azonban mindharom polinom benne
van U-ban, akkor a linearis kombinacioik is, hiszen U altér, és igy a tartalmazas teljesiil.
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Mindez kovetkezik a W = (z, 2% + 2,z + 2) altér ,legsziikebb” tulajdonsagabol is, hiszen U
olyan altér, amely az z, 22 + 2, x + 2 polinomokat tartalmazza.

Az U = W egyenl6ség eldontéséhez az U C W tartalmazast is meg kell vizsgalni. Ez
harom tovabbi, 0sszesen hat linearis egyenletrendszer megoldasat koveteli meg.

Kozvetleniil is ellenérizhetjiik, hogy U = W, a kovetkez6képpen. A W altérben benne
van x + 2 és x, tehat a kiilonbségiik, azaz 2 is, és ennek 1/2-szerese, azaz 1 is. Mivel 2 és
2% + 2 is W-ben van, ezért 22 + 2 — 2 = 2% is. De akkor 1,z,22 € W, ezért W éppen a
legfeljebb masodfokiu polinomok altere. Hasonl6 érvelés mondhatd U esetében is. (Ez a fajta
gondolatmenet csak szerencsés, egyszert esetekben miikodik, altalaban Gauss-eliminécidval
érdemes szamolni. )

3. NEHEZEBB FELADATOK

1. Mely linearis egyenletrendszerekre igaz, hogy a megoldasaik alteret alkotnak?
A homogénekre, mert a nullvektornak benne kell lennie.

2. Legyen W altere az R {6l6tti V' vektortérnek, és u,v € V. Ha 2u+6v € W és 3utv € W,
akkor igaz-e mindig, hogy u,v € W7 Es ha 2u+ 6v € W és 3u+ 9v € W?

Az elsg esetben 3(2u+6v) —2(3u+v) = 16v € W, tehat v € W és igy 3u = (Bu+v)—v € W,
azaz u € W. A méasodik kérdésre nemleges a valasz, ha W a nulla altér a sikon, akkor legyen
u=(—3,0) és v =(1,0).

3. Ha egy V vektortér vektoraira a ¢ (b,c), b ¢ (a,c) és ¢ € (a,b), akkor mi a ¢?

Kezdjiik azzal a feltétellel, amit képlettel fel tudunk irni: ¢ = aa + b. Ha o # 0, akkor
ebbdl a kifejezhetd b és ¢ linearis kombinaciojaként, ami ellentmond annak, hogy a ¢ (b, c).
Ez az ellentmondas mutatja, hogy a = 0. Hasonlé gondolatmenettel 5 = 0, és akkor ¢ = 0.
Példat kell még adni arra, hogy ¢ = 0 tényleg lehetséges.

4. (*) Legyen V vektortér a T test f616tt. Mikor lesz két altér unioja is altér?

Akkor és csak akkor, ha a két altér koziil az egyik tartalmazza a masikat. Ha ez a helyzet,
akkor a két altér unidja a két altér egyike, tehat altér. Megforditva, legyenek U és W olyan
alterek, hogy egyik sem tartalmazza a maésikat. Ekkor van olyan u € U, ami nincs W-ben,
és olyan w € W, ami nincs U-ban. Belatjuk, hogy u +w ¢ U U W. Valéban, ha u + w
benne lenne U-ban, akkor mivel u € U, e két vektor kiilonbsége, azaz w is U-ban lenne, amit
kizartunk. Hasonl6an v + w nincs benne W-ben sem.

5. Mi az iires halmazt tartalmazo legsziikebb altér? Mutassuk meg, hogy egy 1 elemmel
generalt altérnek legfeljebb két altere lehet.

Az iires halmaz &ltal generalt altér a {0} (ez a vektortér legsztikebb altere; az iires Gsszeget
egyébként nullanak érdemes definialni). Ha W # {0} altere egy (u) vektortérnek, akkor van
0 # w € W. Ez Au alakban irhato. Ekkor A # 0, tehat u = (1/X\)w € W, és igy W = (u).

6. (*) Mikor lesz egy R feletti vektortérnek véges sok altere? Mi a helyzet mas testek folott?

Egy végtelen T test folotti vektortérnek pontosan akkor van véges sok altere, ha egy elemmel
generalhato. Az el6z6 feladatban lattuk, hogy az egy elemmel generalhat6 vektorterekre ez
a helyzet. Ha viszont V nem generalhaté egy elemmel, akkor van benne két fiiggetlen, v,
és vy vektor. Ekkor a (v; + Avy) alterek paronként kiilonbozdék, ha A befutja a T' elemeit.
Véges test f6lott minden végesen generalt vektortér véges, és ezért véges sok altere van.



