Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 15. prezentdciohoz tartozo feladatsor

1. (K384-386. oldal.) Legyen L = Zy[x]/(2® + x + 1) a nyolcelem test.

8 — z polinomnak, majd bontsuk ezt

(1) Mutassuk meg, hogy L minden eleme gyoke az x
irreducibilisek szorzatara Z, folott.

(2) Hatérozzuk meg a ¢ (z) = 2? Ggynevezett Frobenius-automorfizmus ciklusait az
L halmazon. Igazoljuk, hogy az egy ciklushoz tartoz6 elemek minimalpolinomja és
rendje egyenld.

(3) Hatarozzuk meg L mindegyik elemének a minimélpolinomjat a primtest folott.

(4) Hatarozzuk meg L Osszes résztestét.
Végezziik el az analog vizsgalatokat a 4, 9, 16 elemt test esetében is.

2. (K6.7.16) Hany négyzet-, illetve kobelem van az 27 elemi testben? Hany gyoke van itt
az 4 4+ 23 + 22 + 2 + 1, illetve az 2° — x + 1 polinomnak?

3. (K6.7.17) Mi a 17 elemii test f6l6tt az 2 + 1 és az 2 — 3 polinomok felbontasi teste?
4. (K6.7.18) Hatérozzuk meg 2% + x + 1 felbontasi testét oy, illetve Fyos5 f616tt.
5. (K6.7.19) Hatarozzuk meg az x'' — 1 polinom felbontasi testét Zy és Ziy flott.

6. (K6.7.20) Legyen p prim és p 1 n, tovibba k = 0,(p). Igazoljuk az alabbi allitasokat.
(1) F,m akkor és csak akkor tartalmaz n rendi elemet, ha k | m.
(2) F,m minden n rendd elemének Z, f6lotti minimalpolinomja k-adfok.
(3) Az 2™ — 1 és a @, polinomoknak a Z, f5l6tti felbontési teste F .
(4) A ®,, kérosztasi polinomnak a Z, f6lotti irreducibilis tényetdi k-adfokiak. Eléfordul-
hat-e, hogy minden Z, f6l6tti k-adfok irreducibilis polinom osztéja ®,-nek?

7. (K6.7.21) Legyen o a K = F,m test multiplikativ csoportjanak generatoreleme, ahol p
prim, és 8 = o’. Igazoljuk az alabbi allitasokat.
(1) A (8 rendje a szorzasran = (p™ —1)/(p™ — 1, ).
(2) A B elem Z, f616tti foka éppen a p rendje modulo n.
(3) A 3 foka Z, félstt pontosan akkor m, ha a (p™ — 1)/(p? — 1) szdm semmilyen d | m,
d # m esetén sem osztoja j-nek.

8. (K6.7.22, 9.3.9) Legyen « az Fya multiplikativ csoportjanak egy generatoreleme. Hata-
rozzuk meg o® fokat a primtest folott. Mutassuk meg, hogy z* + 22 + 1 € Zy[x] primitiv
polinom, azaz mindegyik gyoke generalja a felbontasi testének multiplikativ csoportjat.

9. (K6.7.23) Hany 8, illetve 12 foku irreducibilis polinom van Z, f6l6tt?

10. (K6.7.24*%) Mutassuk meg, hogy a 16 csicsu teljes graf élei kiszinezhet6k harom szin-
nel agy, hogy ne keletkezzen egyszint haromszog, de a 17 cstcsu teljes graf élei mar nem.



