Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 14. prezentdciohoz tartozo feladatsor

1. (K2.2.35) Igazoljuk, hogy az a+bv/2 (a,b € Q) alaki szamok résztestet alkotnak C-ben.

2. (K6.1.24, 6.1.26, 6.1.27*) Igaz-e, hogy v/3 € Q(v/2)? Mikor lesz v/b € K(/c), ahol
K részteste C-nek? Igazoljuk, hogy a pozitiv primek négyzetgyckei fiiggetlenek Q {ol6tt.

3. (K6.1.3) Irjuk 51 2 + V2 + V4 reciprokat a + b2 + c/a alakban, ahol a,b,c € Q.

4. (K6.1.15) Legyen 0 az 2° + 3z + 1 polinom (egyetlen) valos gydke. Irjuk fel a 6° +260° és
a 0/(0 — 3) szamokat a+ bl + ch* alakban, ahol a,b, c € Q. Mi § minimalpolinomja Q f6l6tt?
5. (K5.10.15) Hatarozzuk meg az alabbi szamok miniméalpolinomjat a racionalis test f616tt:
T 140, V2414, V2+ V3, V2, 14+ V2, €/2+\/§7 €/7+5\/§+ {3/7—5\/5, cos 20°, egy
primitiv n-edik egységgydk, ahol n = 2,3,4,5, 6, illetve tetsz6leges primszam.

6. (K6.1.7, 6.1.25) Bizonyitsuk be: Q(v6) C Q(v3,v2 + 1), Q(v2,V2) = Q(V2),
7. (K6.1.23) Fiiggetlen-e {1,i,v/2+3i} Q folott; {1,4,v2+3i} R folott; {1, 7, 1/7} Q folott?
8. (K6.1.24) Felirhato-e a + b2 + c¥/4 alakban v/2 illetve v/2, ahol a, b, c € Q?

9. (K6.2.15) Szamitsuk ki: v/2 foka Q és Q(v/2) folott; | Q(v/2,v3) : Q|; |Q(v2,V2) : Q|;
|Q(V2V/3) : QJ; V2 foka Q(¥/7) folott; v/2 foka Q(v/8) foldtt; i foka Q(v/2) folott; v/2 foka
Qi) folott; v/2 + V2 foka Q(v/2) foltt; /2 + /2 foka Q folott; /7 foka Q(r) folbtt.

10. (K6.2.11) Mutassuk meg, hogy ha K < L egy testbdvités, a, € L, és gry(a) és
gry(B) relativ primek, akkor |K(«, ) : K| = gry(a) grg(8).

11. (K6.2.6) Legyen K < L testbdvités, és tegyiik f6l, hogy a € L gyoke egy n-edfoku,
K[x]-beli polinomnak. Igazoljuk, hogy gry(«) < n. Fennéll-e itt a < helyett oszthatosag?
12. (K6.2.9) Legyen 6 nem valos gycke 3 — 2-nek. Hatérozzuk meg 6 fokat Q(/2) folott,
és a Q(0) NR testet. Igaz-e, hogy ha K < L < M, és o € M, akkor gr; () | gri(a)?

13. (K6.2.17) Igazoljuk, hogy ha a és b valos, akkor a+bi pontosan akkor algebrai (Q f6lott),
ha a is és b is az.

14. (K6.2.18) Melyek algebraiak: 7 + 3, 57 + 6, m + /2, 72 + 27 + 2, /7.

15. (K6.2.19) Egy algebrai szam és egy transzcendens szam Gsszege mikor algebrai? Es a
szorzatuk? Egy algebrai szam négyzete lehet-e transzcendens? Es a négyzetgydke?

16. (K6.2.20, 2.5.18, 6.4.15) Igazoljuk, hogy Q egyetlen véges bdvitése sem algebrailag
zart, és hogy egy test pontosan akkor algebrailag zart, ha minden algebrai bévitése els6fokai.
Mutassuk meg, hogy Z, nem algebrailag zart. Melyek az algebrailag zart véges testek?

17. (K6.2.21) Adjunk példat nem véges algebrai bovitésre.
18. (K6.2.22) Igazoljuk, hogy algebrai bévitések egymasutéanja is algebrai.

19. (K6.3.1, 6.3.12, 6.3.13, 6.3.13) Hanyadfoka bévitést kapunk, ha Q-t az alabbi poli-
nomok dsszes gyokével bovitjiik? x®—2, 2 —2, 2—2 2" —1, (22 —2)(2*-3), (22 —2) (2> —2).

20. (K6.3.3) Maximum hanyadfoka bévitést kaphatunk, ha egy n-edfoku racionalis egyititt-
hatos polinom &sszes komplex gyokével bévitiink?




