Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
A 10. prezentdciohoz tartozo feladatsor

1. (K2.2.8) Mutassuk meg, hogy minden miiveletre nézve legfeljebb egy neutralis elem lehet.

2. (K2.2.10) Igazoljuk, hogy asszociativ miiveletnél minden elemnek csak egy inverze lehet,
sG6t egy elem mindegyik balinverze megegyezik mindegyik jobbinverzével.

3. (K4.1.15) Ha f és g transzformaciok, milyen kapcsolatban allnak f és gfg~! fixpontjai?
—

4. (K4.1.16) Legyen r a PP’ eltolas a sikon. Igazoljuk, hogy ha g tetszéleges egybevagosag,

akkor grg=! a g(P)g(P’) eltolas.

5. (K4.1.17) Legyen t az e egyenesre valo tiikrozés. Igazoljuk, hogy ha g tetszGleges egy-
bevagosag, akkor gtg~! a g(e) egyenesre valo tiikrozeés.

6. (K4.1.18) Legyen f a P pont korilli « szogl forgatas a sikon. Igazoljuk, hogy ha g
tetszéleges egybevagosag, akkor g fg~! forgatas g(P) koriil, mégpedig a szoggel, ha g mozgés,
és —a szoggel egyébként.

7. (K4.1.36) Tegyiik fol, hogy f és g folcserélhetd transzforméciok az X halmazon. Mutas-
suk meg, hogy f a g fixpontjainak halmazat énmagara képzi.

8. (K4.1.37) Mikor folcserélhets két egyenesre tiikrozés a sikon?

9. (K4.1.23) Igazoljuk, hogy a D,, diédercsoportban f*(tf7) =t fI".

10. (K4.1.39*) A tér mely egybevagosagainak a négyzete az identitas?

11. (K4.3.29) Hatarozzuk meg Z, és 7, elemeinek a rendjeit, ahol m = 7, 8, 12.

12. (K4.3.30) Hatarozzuk meg a g elem rendjét a G csoportban, ha G = R*, g = —1;
G=R*, g=-1,G=2,,9=171,G =17, g =17, G =73,, g = 3; G = 713,, g = 3;
G= le[$]+, g= + 17 G = le[x]xa 9= 5.

13. (K4.3.11) Mi a sik egybevagosagi transzformécioinak a rendje?
14. (K4.3.33) Hany 2, 3, 4, 5, 6, illetve 12 rend( elem van Az-ben?

15. (K4.3.39) Mutassuk meg, hogy ha g és h relativ prim rendi, folcserélhets elemei egy
csoportnak, akkor o(gh) = o(g)o(h). Elhagyhato-e a két feltétel valamelyike?

16. (K4.3.40) Bizonyitsuk be, hogy ha a G csoport minden elemének a négyzete az egység-
elem, akkor G kommutativ. Igaz-e az allitds négyzet helyett negyedik hatvanyra?

17. (K4.3.41*) Mutassuk meg, hogy (a® — 1,a™ — 1) = a™™ — 1 (a, n, m pozitiv egész).
18. (K4.3.34) Mely véges csoportokban nincs primrendii elem?

19. (K4.3.37) Igaz-e tetsleeges G csoportban, hogy ha G-ben van d rendii elem, akkor
ezek szama legalabb ¢(d)? Es az, hogy pontosan ¢(d)?

20. (K4.3.38) Ciklikus-e a 3-hatvanyadik komplex egységgyokok csoportja a szorzasra?
21. (K4.3.18, 4.3.21) Hatarozzuk meg a Z*, Z], és 7, Gsszes generatorelemét.
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22. (K4.4.32%) Igazoljuk, hogy egy véges csoport rendje pontosan akkor paros, ha van
masodrendd eleme.

Az aldbbi feladatok eqy része ismétlés az Algebra és Szamelmélet kurzusbol.

23. (K4.2.18) Igazoljuk, hogy (123) = (231), s6t altalaban egy ciklust barmelyik eleménél
kezdve ugyanazt a permutaciot kapjuk. Hany n hosszi ciklus van S,,-ben?

24. (K4.2.25) Adjuk meg az alabbi hat permutécio ciklusfelbontéasat és elGjelét.

1 23456 738123456738 |labcde
25614387 |597648321 |caebdd

(1234)(35)(1432)(35),  (12345)(234)(12345) ",  [(12)(23)(34)]"**.
Tegyiik meg ugyanezt az {1,2,... n}-en értelmezett ,hatulrol elére” permutacioval is.
25. (K4.2.23) Igazoljuk, hogy (x;...xx) = (z122)(x223) . .. (xp_oxpk_1)(Tr_12k).
26. (K4.8.14) Mutassuk meg, hogy ha (x;...xy) egy ciklus az S, csoportban, és f € S,
akkor fo (z1...2g) o 71 = (f(z1)... f(zk)).
27. (K4.2.31) Mely f € S,, permutaciok cserélhetsk fol az (1,2,...,n) ciklussal?
28. (K4.2.30) Igazoljuk, hogy minden paros permutécio elgall harmasciklusok szorzataként.

29. (K4.2.33) Legyen adott S, transzpozicidinak egy halmaza. Készitsiink egy G grafot
az {1,2,...,n} cstcshalmazon gy, hogy ha a halmazban benne van az (ab) transzpozicio,
akkor behtzzuk az a-t b-vel 0sszekots élet. Bizonyitsuk be a kévetkezé allitasokat.

(1) Ha G 0Osszefiiggs, akkor az adott transzpoziciok alkalmas szorzataként minden per-
mutécio elgallithato (a szorzatban ugyanaz a transzpozicié tobbszor is szerepelhet).

(2) Hai és j a G graf kiilonb6z6 komponenseiben vannak, akkor az adott transzpoziciok
szorzataként nem allithato el§ egyetlen olyan permutéacié sem, amely i-t j-be viszi.

30. (K4.2.34) Igazoljuk, hogy S, valamennyi eleme elGall legfeljebb n — 1 darab transzpo-
zici6 szorzataként. Van-e olyan elem, amihez n — 1 transzpozicional kevesebb nem elég?

31. (K4.2.35% OKTYV) Legyenek k és t egynél nagyobb, relativ prim egészek. Az 1,2,... n
szamok 1,2, ..., n sorrendjébdl kiindulva tetszéleges két olyan elemet folcserélhetiink, ame-
lyek kiilonbsége k vagy t. Bizonyitsuk be, hogy ilyen lépések egymasuténjaval akkor és csak
akkor juthatunk el minden lehetséges sorrendhez, ha k +¢t — 1 < n.

32. (K4.2.32) Igazoljuk, hogy egy permutécié pontosan akkor hatvanya egy ciklusnak, ha
diszjunkt ciklusfelbontésaban a ciklusok hossza azonos (az egyelemii ciklusok nélkiil).



