Linearis és absztrakt algebra, normal gyakorlat
Masodik zarthelyi (2025. mdjus 6.) — eredmények és pontozds

1. A transzformécié méatrixa a szokasos béazisban

10 0
M=10 0 -1 (1 pont).
01 0

Ez nem 6nadjungélt (1 pont). Mivel M M* az egységmatrix, ezért A unitér, és igy normaélis is (azaz
ONB-ben diagonalizilhat6) (1 + 1 pont). Legyen v = (1,4, T, Az A leképezés definicioja szerint
A(v) = (1,-1,i)T (1 pont), ezért (v, A(v)) =T1-1+4-(=1)+T-i=1+i+i=1+2i (1 pont).

2. A kvadratikus alak matrixa (g g
a sajatértékek 4 és —1, ezért az alak indefinit (1 + 1 pont). A sajatvektorok (1,2)" és (2,—1)7
(1 pont), és igy a négyzetosszeg alak

4(36\—;523;)2_ <23:\/—5y>2 (1 pont).

3. Legyen by = (1/v/2)(1,1,0) (1 pont) és v = (2,0,1) € W (1 pont). Ekkor a Gram-Schmidt
eljaras képletével by az (1,—1,1) norméltja, azaz 1/v/3-szorosa (2 pont). A W sik normalvektora
n = (1//6)(1,—1,—2) (1 pont), ezért a keresett tavolsag |(n, (1,2,3))| = 7/v/6 (1 pont).

) (1 pont), a karakterisztikus polinom (—xz)(3—x)—4 (1 pont),

4. Tudjuk, hogy a miniméalpolinomja 2 — 2 Re(a)x + N(a), jelen esetben x? — 4z + 13 (2 pont),
ezért a kvaternio négyzete 4(2 4+ 2i + j + 2k) — 13 = —5 + 8i + 45 + 8k (2 pont), inverze pedig a
konjugaltja elosztva a normajaval, ami (2 — 2i — j — 2k)/13 (2 pont).

5. Mivel harom darab ¢ van a képletben, a szorzat tiikrézés, aminek a rendje 2 (4 pont). Ezért az
index (2-12)/2 =12 (2 pont). (Az fit = tf~" azonossagot hasznélva az adott elem t-vel egyenld.)

6. Tizedrendd elem csak (abede fghjk)(mn) vagy (abede)(fg)(hk) alaka lehet (1+1 pont). Az elss
7

tipusiak szama 9!(122) (2 pont), a méasodik tipustaké 4!(152) (4)3 (2 pont).

7. Ha f az 6t cstcst teljes graf csiicsainak egy permutéciéja, akkor f a teljes graf éleit is permutalja:
az ab él képe az f(a)f(b) él. Tekintsiik ennek a permutacionak a ciklusait. Példaul ha f = (abede),
akkor az ab, be, cd, de, ea élek alkotnak egy 5 hosszisagu ciklust, az ac, bd, ce, da, eb élek pedig
a masikat. Ha egy G részgrafnak f szimmetridja, és G-nek pl. ab éle, akkor az ab élet tartalmazd
ciklusnak mind az 5 éle be kell, hogy huzva legyen G-ben. Ugyanez igaz a masik 6tosciklus éleire
is. Vagyis G négyféle lehet, azt kell eldonteni, hogy melyik ciklus éleit vessziik be. Altalaban ha az
f-et a teljes graf élein tekintve k darab ciklust kapunk, akkor az f permutécié 2% részgrafnak lesz
szimmetriaja.

Az As csoport elemeinek ciklusfelbontasa a kovetkezs lehet: id (1 elem), (abede) (24 elem), (abce)
(20 elem) és (ab)(cd) (15 elem) (1 pont). Az identitéshoz 210 részgraf tartozik (1 pont), (abede)-hez
most lattuk, hogy 22 (1 pont). Hasonléan (abc)-hez 2* (1 pont), (ab)(cd)-hez pedig 2% (1 pont).
Ezért a végeredmény (1024 +24 -4+ 20-16 4 15 - 64)/60 = 40 (1 pont).

8. Mivel 22 + 2 masodfoki, a maradékosztalyok reprezentansai az ax + b alakt polinomok lesznek,
azaz 9 darab (1 pont). Az R nem test, mert z? + 2 nem irreducibilis Zg fol5tt, hiszen 41 gyoke
(141 pont). (Valojaban x + 1 és x — 1 osztélyanak szorzata nulla, tehat nem is nullosztomentes.)

Ha 2 + (22 + 2) inverze (az + b) + (22 + 2), akkor szorzatuk 1+ (2% +2). Mivel 22 = —2 modulo
22 + 2, ezért x(ax +b) = —2a + bz = 1, ahonnan a = —1/2 = 1 és b = 0. Vagyis az x + (22 + 2)
inverze 6nmaga (3 pont).



