1. Kitiintetett kozos oszto

A legnagyobb k6z6s oszto

Definicié (FGy1.3.1)
Ha a,b € Z nem mindketts nulla, akkor a k6zos osztéik koziil a legnagyobbat a
és b legnagyobb kozds osztojanak nevezziik.

Jele: (a,b). Nyilvan (0,0) nem létezik (minden egész kozos 0szt0).
(=12, 8) = 4, mert kozos osztoik +1, £2, +4. (6439,8357) =7

Probléma: nem latjuk az osztoikat. Tegyiik fel, hogy d k6z6s oszto.

Ekkor d | 8357 — 6439 = 1918. Ezért d | 6439 — 3 « 1918 = 685.

Igy d | 1918 — 3 % 685 = —137. Tovabb nem megy, mert 137 | 685.

De ez jo, mert akkor visszafelé haladva 137 | 1918, 6439, 8357.

Vagyis (6439,8357) = 137. Ez az eljaras az euklideszi algoritmus. Gyors, és
alkalmazhat6 akkor is, ha a szdmainkat nem tudjuk primtényez&kre bontani.

Az euklideszi algoritmus

Tétel (FGy1.3.3)

Ha a,b € Z és b # 0, akkor legyen

a = bqy + 11, ahol (0 <7y < b)),

b =ri1ge + 12, ahol (0 < 7y < 1),

r1 = Taqs + 3, ahol (0 < r3 < rq), és igy tovabb,

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, ahol (0 <7, < r,_1), végil

Tn—1 = "nQn+1 + 0.

Ekkor az utols6 nem nulla maradék r, = (a,b).
Tovabba r,, tobbszorose a és b minden kozos osztdjanak.

Definicié (FGy1.3.2, K3.1.19)
Az a,b € Z-nek d kitintetett kozdés osztdja (KKO), ha kozos oszt6, és minden
koz6s osztéonak tSbbszorose.

Tehat a legnagyobb kozos osztoé kitiintetett kozos oszto is.

Az euklideszi algoritmus: bizonyitas

a = bgy + 11, ahol (0 < 71 < |b]),

b=riqs + r2, ahol (0 <79 < 11),

r1 = T2qs3 + 72, ahol (0 < r3 < rq), és igy tovabb,
Tn—9 = Tn—1qn + Tn, ahol (0 < r, < r,_1), végil
Tn—1 = T"nQnt+1 + 0.

Az utolsé sor miatt 7, | 7,_1, az utolsé elétti miatt r, | r,_o. Es igy tovabb,
folfelé haladva végiil r, | a,b. Tehat r,, kozos oszt6. Ha viszont ¢ | a és t | b,
akkor az els§ sorbol ¢ | 1, és lefelé haladva ¢ | ro,rs, ..., végil az utolso elstti
sorbol ¢ | r,,. Tehét r,, minden kozos osztonak tobbszorose, azaz kitlintetett. [



Tétel (FGy1.3.4, K3.1.23)
Ha ¢ > 0, akkor (ac, bc) = (a,b)c (kiemelési tulajdonsdg).

Valéban, szorozzuk be mindegyik fenti sort c-vel. O

A kitiintetett k6z0s oszto egyértelmiisége

Tétel (K3.1.20)
Ha az a,b € Z szamoknak d; és ds is kitlintetett koézos osztdja, akkor dy és ds
egymas asszocialtjai.

Valoban, mivel di kozos oszt6 és do kitiintetett, ezért dy | da.
Szerepcserével ds | dy. O

(1) Kitiintetett koz0s oszto asszocidltja is kitlintetett kdzos oszto.

(2) Ha a és b nem mindketts nulla, és van egy d kitiintetett kozos osztojuk,
akkor a legnagyobb kozds osztojuk |d|.

(3) Az a =0 és b =0 egyetlen kitiintetett kdzos osztoja a 0.

(4) Az euklideszi algoritmust gyorsitja, ha mindig a legkisebb abszolut értéki
maradékot vessziik.

(5) A kitiintetett koz0s 0szto polinomok esetében is értelmes.

Relativ prim szamok

Definicié (FGy1.3.7, 1.3.8)
a1,...,0, € Z relativ primek, ha minden koz6s osztojuk egység. Pdronként
relativ primek, ha barmely ketts relativ prim.

Példa: 6, 10, 15 relativ primek, de semelyik kett§ sem az.

Tétel (FGy1.3.9)
Ha c| ab és (¢,a) =1, akkor ¢ | b.

Valoban, ekkor ¢ | (¢b, ab) = (¢, a)b =b. O
Ha p felbonthatatlan, akkor p primtulajdonsagu.

Valoban, tegyiik fel, hogy p | ab, de p t a. Ekkor (p,a) # p, tehat (p,a) | p miatt
(p,a) = 1. Alkalmazzuk az el6z6 tételt. O



Linearis diofantikus egyenlet

Tétel (FGy1.3.5)
Ha a,b € Z, akkor van olyan z,y € Z, hogy (a,b) = ax + by.

Az euklideszi algoritmus els6 sorabol r1 = a — bg;. A mésodikbol

ro =b—r1g2 = b— (a —bq1)q2 = —q2a + (q1g2 + 1)b.

Lefelé haladva és visszahelyettesitve mindegyik r; felirhaté a kivant alakban, igy
végil r, = (a,b) is. O

Tétel (FGy1.3.6)
Ha a,b,c € Z, akkor az ax + by = c linedris diofantikus egyenlet akkor és csak
akkor oldhat6 meg alkalmas x,y € Z-re, ha (a,b) | c.

Valéban, ha van ilyen z, y, akkor (a,b) | ax + by = c.
Megforditva, legyen ¢ = d(a,b). Az el6z6 tétel szerint (a,b) = xoa + yob alakban
irhato, igy ¢ = (dzo)a + (dyo)b. O

Az altalanos megoldas

Tétel (FGy7.1.1)

Ha a,b,c € Z, akkor az ax + by = c linedris diofantikus egyenlet akkor és csak
akkor oldhat6 meg alkalmas x,y € Z-re, ha (a,b) | c.

Ha van egy (xo,yo) megoldas, akkor végtelen sok megoldas van:

r=ux9+ t(TIjb) ésy =1vyo— tﬁ, ahol ¢ egész.

Behelyettesitéssel latszik, hogy a fenti (z,y) tényleg megoldas.

Megforditva, tegyiik fol, hogy z,y is megoldés,

azaz ax + by = ¢ = axy + byo.

Atrendezve és (a,b)-vel osztva %5 (z — x) = (a—bb)(yo —y).

A kiemelési tulajdonsag miatt (a—“b) és ﬁ mar relativ primek,

ezért ﬁ | x — xg, azaz x — xp = tﬁ alkalmas t-re.

Ebbél yg —y = tﬁ adodik. O
Az linearis diofantikus egyenlet konkrét megoldasi technikdjéra a linearis kong-
ruencidknal latunk majd példat.

2. A szamelmélet alaptétele

Felbonthatatlanok és primek

Definicié (FGyl1.4.1)

A p egész szam felbonthatatlan, ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis
felbontésa.

Masképp: p-nek pontosan négy osztdja van az egészek kozott: 1, —1, p és —p.

Definicié (FGy1.4.2)
A p egész szam prim, ha nem nulla, nem egység, és egy szorzatnak csak ugy
lehet osztdja, ha osztja valamelyik tényezét.



Tétel (FGyl1.4.3, az egyik iranyt belattuk)
Egy p egész akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha prim.

HEF': Mutassuk meg, hogy minden primszam felbonthatatlan.
Cél: Az egészeket egyértelmien felirni primszamok szorzataként.

A felbontas létezése

Tétel (FGy1.5.1)
Minden nullatol és egységtdl kiilonbozs ¢ egész szam felirhato felbonthatatlan
szamok szorzataként.

Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, és legyen c a legkisebb abszoluat értéki azon
szamok kozott, ami nem nulla, nem egység, és nem irhaté fel felbonthatatlan
szamok szorzataként.

Ekkor ¢ nem felbonthatatlan, hiszen kiilénben ¢ = ¢ (1-tényezss) felbontas len-
ne. Ezért létezik egy ¢ = ab nemtrividlis felbontas. Tehéat a,b nem egység,
igy abszolut értékiik kisebb, mint |¢|. De akkor |c| minimalitdsa miatt a és b
felbonthatatlanok szorzata. A két felbontast egymés mellé flizve ¢ megfelel§
felbontasat kapjuk. O
HF (K3.2.14): Adaptaljuk ezt a bizonyitéast valds egytitthatos polinomokra. Ab-
szolut érték helyett hasznaljuk a polinomok fokét.

Mit jelent az egyértelmiiség?

Ismétlés: példa egyértelmi és nem egyértelmii felbontasra
6=2-3=3-2=(-2)-(-3)=(-3)-(-2).

Csak a tényezsk sorrendjében, illetve egységszeresben kiilonboznek.

2.3=06=(1+14V/5)(1 —iV5). A 2, 3 és 1+i/5 felbonthatatlan, és paronként
nem asszocidltak: nem egyértelmi a felbontés.

Tétel (FGy1.5.1)

Ha ¢ = p1ip2...pn = q1q2...qm két felbontas felbonthatatlanok szorzatara,
akkor m = n, és a tényezdSk megfeleltethetk egymasnak gy, hogy az egymésnak
megfeleld felbonthatatlanok asszocialtak.

A felbontas sorrendtdl és egqységszerestdl eltekintve egyértelm.
Példéul 6 =2-3 = (—3) - (—2) esetén 2 +» (—2) és 3 + (—3).



Az egyértelmiiség bizonyitasa

Legyen ¢ = p1ps...Pn = q1¢2 - - - ¢ két felbontas felbonthatatlanok szorzatara,
feltehetd, hogy n > m. Mivel p; primtulajdonsaga, van olyan j, hogy p1 | g,
ezek egy part fognak alkotni. Mivel mindketten felbonthatatlanok (és igy p; nem
egység), ezért p; és ¢; asszocialtak. Tehat ¢1 = ep; alkalmas e egységre. Egy-
szerfisithetiink pi-gyel, mert p; # 0. Ezért pa...p, = €qiq2 ... ¢—1Gj+1 - - - qm-
Az eljarast folytassuk po-vel. Mivel go 1 e, ezért neki is lesz parja, és ismét
tudunk egyszertsiteni. Amikor a bal oldal elfogy, a jobb oldalon is elfogynak a
felbonthatatlanok, mert n > m. Ezért n = m is teljesiil. O

Ez a bizonyités is adaptalhaté R[z] polinomjaira (K3.2.13). Ehhez is meg kell
mutatni, hogy a felbonthatatlanok primtulajdonsaguak.

3. Polinom gyokeinek meghatarozasa

A racionalis gyokteszt

A racionalis gyokteszt (K3.3.10. Tétel)
f(x) =ao+ a1+ ...+ a,a™ egész egyiitthatos polinom. Ha a p/q nem egysze-
risithetd tort gyoke f-nek, akkor p | ag (a szamlalo osztja f konstans tagjat),
és q | a,, (a nevezd osztja f fGegyiitthatojat).

Bizonyitas

0=f(p/q9) = ao+a1(p/q) + ...+ an-1(p/q)" " +an(p/q)"

q™-nel szorozva agq™ + a1pq" "t + ...+ an_1p" g+ anp™ = 0.

Mindegyik tag oszthato p-vel, kivéve esetleg a legels6t. Mivel p | 0, ezért a
legels6 tag is: p | apq™. A p/q nem egyszerisithets, igy p és ¢ relativ primek.
Tehét p | apg™-bol p | ag kovetkezik. Ugyanezzel a modszerrel kapjuk a q | ay,
oszthatdsagot is. O

Példa a racionalis gydktesztre

Példa
Hatarozzuk meg f(z) = 4a* + 423 — 1122 — 122 — 3 gydkeit.

Megoldas

Ha a p/q egyszertsithetetlen tort gyok, akkor p | —3 és ¢ | 4. Ezért p = £1
vagy +3 és ¢ = +1, £2 vagy +4. Igy p/q € {£1,+1/2,+1/4,+3,+£3/2, +3/4}.
Ezeket végigprobdlgatva kapjuk, hogy csak —1/2 racionalis gyok.

Hornerrel leosztva f(z) = (z + (1/2)) (42® 4 222 — 12z — 6).

Itt 423 + 222 — 122 — 6-nak csak —1/2 lehet racionalis gyoke. Ez tényleg gyok:
flz) = (v+(1/2))? (422 —12). Mivel 422 —12 = 4(22 —3) = 4(z+/3)(x —/3),
ezért f gyokei: —1/2 (kétszeres), /3 és —v/3.

Gydktényezss alakja f(z) = 4(z + (1/2))°(z + v3)(z — V3).



4. Osszefoglald

A 9. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Legnagyobb és kitiintetett kozos oszté (FGy1.3.1, 1.3.2, K3.1.19).
(Paronként) relativ prim szamok (FGy1.3.7, 1.3.8).

Tételek

Euklideszi algoritmus (FGy1.3.3). A KKO egyértelmiisége,
kiemelési tulajdonsaga (FGy1.3.4, K3.1.20, K3.1.23).

Ha c| ab, és (c,a) =1, akkor ¢ | b (FGy1.3.9).

Lineéaris diofantikus egyenlet (FGyl1.3.5, 1.3.6, 7.1.1).

A szamelmélet alaptétele (FGy1.5.1, K3.2.14).

A racionalis gyokteszt (K3.3.10).



