1. Binom kongruenciak

Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1, akkor van
olyan 0 < k < p — 2, hogy ¢¥ = a (p). Ennek neve az a diszkrét logaritmusa
mod g, jele log, ,(a).

Mivel 0,(g) = p—1, ezért g* = g* (p) akkor és csak akkor, ha k — ¢ j6 kitevGje g-
nek, azaz ha k = ¢ (p—1). Ezért a diszkrét logaritmus mod p—1 lesz egyértelmd.
A ra vonatkoz6 azonossédgok ugyanazok, mint a kézonséges logaritmuséi. Mindez
elmondhat6 minden olyan m modulusra, amire nézve van primitiv gyok. Ekkor
p — 1 helyett ¢(m) szerepel. A diszkrét logaritmust néha indeznek is hivjak.

Példa
Ha p = 7, akkor log; ;(4) = 4 és logs 7(5) = 5.

Binom kongruenciak

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az 2% = a (p) binom kongruencia pontosan akkor
oldhaté meg, ha aP~1/(P=1) = 1 (p). Tlyenkor a mod p megoldasok szama
(k,p —1). A megoldhatésag azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).

Diszkrét logaritmust hasznalunk. Legyen ¢ primitiv gy6k mod p, és a = g™ (p),
azaz m = log, (a), tovabba y = log, ,(x). Ekkor (g")F = g™ (p) azzal ekvi-
valens, hogy yk = m (p — 1). Ez a linearis kongruencia akkor oldhaté meg, ha
(k,p—1) | m, és ilyenkor a mod p—1 megoldasok szama (k, p—1). Egy b pontosan
akkor megoldas, ha ¢g® megolddsa az eredeti kongruencianak, tehat z* = a (p)
megoldasszama is (k,p — 1). Végiil a(P~D/(*P=1) =1 (p) azzal ekvivalens, hogy
m(p—1)/(k,p — 1) jo kitevGje g-nek, azaz p — 1-gyel oszthato. O

Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvdnymaradékok a teljes k-adik hatvanyok mara-
dékai mod p, de a nullat nem tekintjiik hatvinymaradéknak.

Szamuk (p — 1)/(k,p — 1). A t6bbi nem nulla mod p maradék neve: k-adik
hatvdny-nemmaradék. (FGy3.5.2-3-ban egy alternativ leszamlalas van.)

Az a akkor lesz k-adik hatvanymaradék, ha z* = a (p) megoldhaté. Az el6z6

tétel szerint a k-adik hatvanymaradékok azok, amelyek indexe (k,p — 1)-gyel
oszthat6. Tekintsiik az = +— 2* (p) fiiggvényt, ahol (z,p) = 1. Ennek képe a
k-adik hatvanymaradékok halmaza, ezért elég megmutatni, hogy mindegyiket
(k,p—1)-szer kapjuk meg. Ha d = c*, akkor b* = d = c* (p) akkor és csak akkor,
ha a = be~!-re a* = 1 (p), ahol ¢! a b inverze mod p (amelyre bc™! =1 (p)).
Igy b = ca (p). Az eléz6 tétel szerint ilyen a-bol (k,p— 1) van, tehat adott c-hez
tényleg (k,p — 1) megfelels b tartozik. O



2. Kvadratikus maradékok

Euler-lemma

Definici6é (Fgy4.1.1)

A kvadratikus maradékok és nemmaradékok a k-adik hatvanymaradékok, illetve
nemmaradékok, amikor k = 2.

Legyen a p prim péaratlan. Az el6z6 tétel specidlis esete a kovetkezs.

Euler-lemma (FGy4.1.2)

Ha (a,p) = 1, akkor a(P~1)/2 aszerint kongruens 1-gyel vagy —1-gyel mod p,
hogy a kvadratikus maradék-e vagy sem.

A kvadratikus maradékok és nemmaradékok szama is (p—1)/2. Ha a kvadratikus
maradék, akkor 22 = a (p)-nek 2 megoldasa van.

Ha 22 =1 (p), akkor p | 2 — 1 = (z — 1)(z + 1), igy = = +1 (p).

A kis Fermat-tétel miatt a?~'= 1 (p), ezért x = a?~D/2= 41 (p). Az el6z6 tétel
miatt a(P~1/2= 1 (p) ha a kvadratikus maradék, ezért a (p —1)/2 nemmaradék
esetében —1-et kapunk mod p. O

Legendre-szimb6lum

Definicié (FGy4.1.3)
Legyen (%) = 1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem, és 0, ha p | a.
Ez a Legendre szimbdlum (p paratlan prim).

Az Euler-lemma szerint (%) = aP=1/2 (p). Igy igaz a kovetkezd.

Tétel (FGy4.1.4)
Tegyiik fel, hogy p paratlan prim.

(1) Haa =b (p), akkor (%) = (7).
@ ) =6
(3) A —1 a4k + 1 alaka primekre lesz kvadratikus maradék. O

HF: Vezessiik le a Wilson-tételbdl is, hogy —1 kvadratikus maradék a 4k + 1
alaki primekre.
Otlet: A (p — 1)! szorzatban parositsunk minden szdmot az ellentettjével.



Kvadratikus reciprocitas

Tétel (Gauss, lasd FGy4.2.3), NB
Ha p # ¢ paratlan primek, akkor (p) = (fl)p%% <q)
q

Tétel (FGy4.2.2, NB)
2
Ha p paratlan prim, akkor (p) =(-1)

p2-1
8

Azaz 2 akkor lesz kvadratikus maradék mod p, ha p = +1 (8).

A reciprocitasi tétel nehéz, Gauss maga nyolc kiilonb6z6 bizonyitast adott ra, az
egyik a Freud—Gyarmati-konyvben olvashat6. Mi egy késébbi kurzus keretében
egy elegéns bizonyitast fogunk latni, amely Gauss-dsszegeken, és a véges testek
tulajdonsagain alapszik.

Példa a reciprocitasi tétel hasznalatara

Megoldhaté-e az 22 = 38 (79) kongruencia?
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79=3(19)19=1 (3)
Ezért a kongruencia megoldhat6. Az eredmény = = £14 (79), de a megoldast a

fenti eljaras nem adja meg.
Probléma: Fel tudjuk-e a ,szamlélét” primekre bontani?

Definicié (FGy4.3.1)

Ha az m > 1 péaratlan szdm a nem feltétleniil kiilonb6z6 p1,...,pr primek
szorzata, akkor legyen () = (&) .. ... (-2).
P1 Pk

Ez a kiterjesztés a Jacobi-szimbolum, segit a faktorizacié-probléméan.



A Jacobi-szimboélum tulajdonsagai

Tétel (FGy4.3.2)
Tegyiik fel, hogy m,n > 1 paratlan szamok. Ekkor

(1) Haa = b (m), akkor (:) - (i)

0 (- ()-6)6
(3) (;3) — (—1)% e (ﬂi) = (—1)=
(4) <m> N (7:) (ha (m,n) # 1, akkor mindkett6 0).

E szabalyok formalisan, azonnal kovetkeznek a Legendre-szimbolum tulajdon-
sagaibol. Csak a szamolas ,k6zbiilsG” lépéseiben hasznéljuk Sket.

Peldaul (55) =1, de 22 = —1 (21) nem oldhat6 meg.

A Jacobi-szimbolumok hasznéalata

Megoldhaté-e az x2 = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim.

(35 (58) - ()39 2)- ) -

—(—)=-1

3 )
tehat nem oldhaté meg. Valojaban 4183 = 47 - 89, de ezt nem kellett észreven-
niink, ez a Jacobi-szimboélumok elénye.



A reciprocitasi tétel alkalmazasaként belatjuk a Pepin-teszt allitasat.
Allitas
Ha F, = 22" +1 > 5 Fermat-prim, akkor a 3 primitiv gyok mod F),.

Pepin-teszt (FGy5.2.2)
Az F, = 2%" 41 > 5 pontosan akkor prim, ha 3(F»=1/2 = —1 (F,).

A Pepin-teszt bizonyitasa

Tegyiik fol el@szor, hogy F, prim. A kvadratikus reciprocitasi tétel szerint
(£) = (&), hiszen n > 1 miatt F, =1 (4).

Mivel 22" hatvanya 4-nek és 4 = 1 (3), ezért F,, =1+ 1 =2 = —1 (3). Tehat
a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,, és igy 3("»~1/2 = —1 (F,). Ezzel a
Pepin-teszt egyik irdnyat belattuk.

Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, r» (3) pératlan, hiszen a 3
nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt

or, (3) = or,(9") = or,(9)/(or,(9),). De g rendje p(F,) = F, —1 = 2%,
t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy op, (3) = op,(g), azaz a 3 tényleg
primitiv gyok mod Fi,.

Tegyiik f6l, hogy 3("»~1/2 = —1 (F,).

Ekkor of, (3) nem osztéja (F,, — 1)/2 = 22" ~1-nek. Viszont négyzetre emelve
31 =1 (F,), azaz or, (3) | F, — 1 =22". Tehat or, (3) = 2¢, ahol £ < 27, de
0 £ 2" — 1. Ezért £ = 2", vagyis or, (3) = 2" = F, — 1.

Ezért van F),, — 1 redukalt maradékosztaly mod F,,, igy F), primszam. O

A 28. eléadashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).

k-adik hatvinymaradék, kvadratikus maradék (FGy3.5.2, 4.1.1).
Legendre-szimbolum (FGy4.1.3). Jacobi-szimbolum (FGy4.3.1).

Tételek

A binom kongruencia megoldasa (FGy3.5.1).

A hatvanymaradékok jellemzése, szama (FGy3.5.3).

Euler-lemma (FGy4.1.2). A Legendre-szimbolum tulajdonsagai (FGy4.1.4).
A kvadratikus reciprocitési tétel, (%) (FGy4.2.2-3).

A Jacobi-szimbélum tulajdonsigai (FGy4.3.2).

A 3 kvadratikus maradék a Fermat-primekre, Pepin-teszt (FGy5.2.2).



