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A polinomok miiveleti tulajdonsagai

Polinomokkal a ,szokasos’ médon szamolhatunk:
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A polinomok miiveleti tulajdonsagai

Polinomokkal a ,szokasos’ médon szamolhatunk:

Tétel (K2.1.6, HF ellendrizni)

Tetszbleges 1, g, h polinomokra érvényesek az alabbiak.
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(1) (f+g)+ h="f+(g+ h) (az 6sszeadas asszociativ).
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Tetszbleges 1, g, h polinomokra érvényesek az alabbiak.
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(

) f+g =g+ f (az dsszeadas kommutativ).
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4) Minden f-nek van ellentettje.
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f+0=0+f =f (az ilyen tulajdonsagd O elem a nullelem).

5) (fg)h = f(gh) (a szorzas asszociativ).
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Polinomokkal a ,szokasos’ médon szamolhatunk:
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Tetszbleges 1, g, h polinomokra érvényesek az alabbiak.
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(fg)h = f(gh) (a szorzas asszociativ).

fg = gf (a szorzas kommutativ).
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A polinomok miiveleti tulajdonsagai

Polinomokkal a ,szokasos’ médon szamolhatunk:

Tétel (K2.1.6, HF ellendrizni)
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) f+g =g+ f (az 6sszeadas kommutativ).
)
)
5) (fg)h = f(gh) (a szorzas asszociativ).
)
) f

f+0=0+f =f (az ilyen tulajdonsagd O elem a nullelem).
Minden f-nek van ellentettje.

6
7

fg = gf (a szorzas kommutativ).
-1 =1-f =1 (a konstans 1 polinom egységelem).
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4) Minden f-nek van ellentettje.

(

(2) f+g =g+ f (az dsszeadas kommutativ).
(3)
(4)
(5) (fg)h = f(gh) (a szorzas asszociativ).
(6)
(7)
(8)

f+0=0+f =f (az ilyen tulajdonsagd O elem a nullelem).

6
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(1) (F+g)+h="F+(g+ h) (az dsszeadas asszociativ).

(2) f +g =g+ f (az Gsszeadas kommutativ).

(3) F+0=0+f = f (az ilyen tulajdonsaga 0 elem a nullelem).
(4) Minden f-nek van ellentettje.

(5) (fg)h = f(gh) (a szorzas asszociativ).

(6) fg = gf (a szorzas kommutativ).

(7) f- - f = f (a konstans 1 polinom egységelem).

(8) (f + g)h = fh + gh (disztributivitas).

HF: Vessiik ssze a négyzetes matrixok miveleti tulajdonsagaival.
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Példa behelyettesitésre

Példa
Legyen f(x) =3x* +2x3 +x+2¢és b=2.




A Horner-elrendezés Algebra és szamelmélet 4. eléadas 3/14

Példa behelyettesitésre

Példa

Legyen f(x) = 3x* + 2x> + x + 2 és b = 2. Ekkor
F*(2) =3-2*
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Példa behelyettesitésre
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Legyen f(x) = 3x* + 2x> + x + 2 és b = 2. Ekkor
f*(2) =3-2*+2.23
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f*(2) =3-2* +2.23 +2+2 = 68.
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Legyen f(x) = 3x* + 2x> + x + 2 és b = 2. Ekkor
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f egyiitthatdi
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Lemasoljuk a féegyiitthatét.
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Példa behelyettesitésre

Példa

Legyen f(x) = 3x* + 2x> + x + 2 és b = 2. Ekkor
f*(2) =3-2* +2-.23 + 2 + 2 = 68. Kevesebb szorzis kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)X + 2. Beliilrsl kifele:

x* 3 x| x| X0

f egyiitthatéi | 3 | 2 | O
b=2 3

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott
mezében talalt értéket
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Példa behelyettesitésre

Példa

Legyen f(x) = 3x* + 2x> + x + 2 és b = 2. Ekkor
f*(2) =3-2* +2-.23 + 2 + 2 = 68. Kevesebb szorzis kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)X + 2. Beliilrsl kifele:

x* 3 x| x| X0

f egyiitthatéi | 3 | 2 | O
b=2 3

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott
mez6ben talalt értéket megszorozzuk b = 2-vel,
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Példa behelyettesitésre

Példa

Legyen f(x) = 3x* +2x3 + x + 2 és b = 2. Ekkor
£7(2) =3-2% +2.2% 4+ 242 = 68. Kevesebb szorzas kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)x + 2. Beliilrsl kifele:

x* 3 x| x| X0

f egylitthatéi | 3 | 2 | 0
b=2 3

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott
mez6ben talalt értéket megszorozzuk b = 2-vel,
hozzaadjuk a kovetkezé, iires mezé folott talalhaté egyiitthatét,

3:2+2
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Példa behelyettesitésre

Példa
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Legyen f(x) = 3x* +2x3 + x + 2 és b = 2. Ekkor
£7(2) =3-2% +2.2% 4+ 242 = 68. Kevesebb szorzas kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)x + 2. Beliilrsl kifele:

X4 X3 X2 Xl X0
f egyiitthatéi | 3 | 2 | O
b=2 318

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott
mez6ben talalt értéket megszorozzuk b = 2-vel,

hozzaadjuk a kovetkezé, iires mezé folott talalhaté egyiitthatét,
és az eredményt beirjuk ebbe az lires mezébe.

3:2+2=28

3/14



A Horner-elrendezés Algebra és szamelmélet 4. eléadas 3/14

Példa behelyettesitésre

Példa

Legyen f(x) = 3x* +2x3 + x + 2 és b = 2. Ekkor
£7(2) =3-2% +2.2% 4+ 242 = 68. Kevesebb szorzas kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)x + 2. Beliilrsl kifele:

x* 3 x| x| X0

f egyiitthatéi | 3 | 2 | O
b=2 318116

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott
mez6ben talalt értéket megszorozzuk b = 2-vel,

hozzaadjuk a kovetkezé, iires mezé folott talalhaté egyiitthatét,
és az eredményt beirjuk ebbe az lires mezébe.
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Példa behelyettesitésre

Példa

Legyen f(x) = 3x* +2x3 + x + 2 és b = 2. Ekkor

Algebra és szamelmélet

4. eléadas 3/14

£7(2) =3-2% +2.2% 4+ 242 = 68. Kevesebb szorzas kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)x + 2. Beliilrsl kifele:

X4 X3 X2 Xl
f egyiitthatéi | 3 | 2 | O
b=2 3181633

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott

mez6ben talalt értéket megszorozzuk b = 2-vel,

hozzaadjuk a kovetkezé, iires mezé folott talalhaté egyiitthatét,
és az eredményt beirjuk ebbe az lires mezébe.
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Példa behelyettesitésre

Példa
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Legyen f(x) = 3x* +2x3 + x + 2 és b = 2. Ekkor
£7(2) =3-2% +2.2% 4+ 242 = 68. Kevesebb szorzas kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)x + 2. Beliilrsl kifele:

X4 X3 X2 Xl X0
f egyiitthatéi | 3 | 2 | O
b=2 3]18]16|33]|68

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott

mez6ben talalt értéket megszorozzuk b = 2-vel,

hozzaadjuk a kovetkezé, iires mezé folott talalhaté egyiitthatét,
és az eredményt beirjuk ebbe az lires mezébe.
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Példa behelyettesitésre

Példa

Algebra és szamelmélet 4. el8adas

Legyen f(x) = 3x* +2x3 + x + 2 és b = 2. Ekkor
£7(2) =3-2% +2.2% 4+ 242 = 68. Kevesebb szorzas kell, ha

f(x) = (((3x +2)x +0)x + 1)x + 2. Beliilrsl kifele:

X4 X3 X2 Xl X0
f egyiitthatéi | 3 | 2 | O
b=2 3]18]16|33]|68

Lemasoljuk a féegylitthatét. Balrdl indulva az utoljara kitoltott
mez6ben talalt értéket megszorozzuk b = 2-vel,
hozzaadjuk a kovetkezé, iires mezé folott talalhaté egyiitthatét,
és az eredményt beirjuk ebbe az lires mezébe.
Tehat *(2) = 68 a konstans tag alatt jelenik meg.
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A Horner elrendezés (K2.4)

(1) A tablazat felsé soraba balrél jobbra beirjuk sorban
a polinom egyiitthatéit, a fétagtél a konstans tagig.
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A Horner elrendezés (K2.4)

(1) A tablazat felsé soraba balrél jobbra beirjuk sorban
a polinom egyiitthatéit, a fétagtél a konstans tagig.

4. el8adas

F(x) = anx"+ ...+ a1 +ad + ...+ arx + ao.
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Itt c,—1 = ap, cj—1—bci=ajhal<j<n,
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A Horner-tétel bizonyitasa

Legyen f(x) = anx™ + ...+ ajy1xl Tt +ajx) + ... + a1x + ao,
‘ o ‘...‘ajﬂ‘ aj ‘...‘al‘ao ¢j—1=bc; + a;
‘Cn_lzan‘...‘ Gj ‘Cj—l‘---‘CO‘B B = bcg + ag

é:s q(x) = cho1x" T4+ cjxj + cj,lxj’l + ...+ ax+ q.
Allitas: B = f*(b) és f(x) = (x — b)q(x) + f*(b).

Bizonyitas (K2.4.4. Gyakorlat)

Beszorzassal, és x hatvanyai szerint rendezve:

(x = b)(cpo1x" 14 ... + cjxj + cj,lxjfl +...+ax+¢q)+B=
= cp1X"+ ...+ (g1 — bg))x) + ... + (co — ber)x — bey + B.

Itt c,—1 = ap, cj—1—bci=ajhal<j<n, —bcy + B = ap.
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Legyen f(x) = anx™ + ...+ ajy1xl Tt +ajx) + ... + a1x + ao,
‘ o ‘...‘ajﬂ‘ aj ‘...‘al‘ao ¢j—1=bc; + a;
‘Cn_lzan‘...‘ Gj ‘Cj—l‘---‘CO‘B B = bcg + ag

é:s q(x) = cho1x" T4+ cjxj + cj,lxj’l + ...+ ax+ q.
Allitas: B = f*(b) és f(x) = (x — b)q(x) + f*(b).

Bizonyitas (K2.4.4. Gyakorlat)

Beszorzassal, és x hatvanyai szerint rendezve:

(x = b)(cpo1x" 14 ... + cjxj + cj,lxjfl +...+ax+¢q)+B=
= cp1X"+ ...+ (g1 — bg))x) + ... + (co — ber)x — bey + B.

Itt c,—1 = ap, cj—1—bci=ajhal<j<n, —bcy + B = ap.
Tehat ez f(x)
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A Horner-tétel bizonyitasa

Legyen f(x) = anx™ + ...+ ajy1xl Tt +ajx) + ... + a1x + ao,
‘ o ‘...‘ajﬂ‘ aj ‘...‘al‘ao ¢j—1=bc; + a;
‘Cn_lzan‘...‘ Gj ‘Cj—l‘---‘CO‘B B = bcg + ag

é:s q(x) = cho1x" T4+ cjxj + cj,lxj’l + ...+ ax+ q.
Allitas: B = f*(b) és f(x) = (x — b)q(x) + f*(b).

Bizonyitas (K2.4.4. Gyakorlat)

Beszorzassal, és x hatvanyai szerint rendezve:

(x = b)(cpo1x" 14 ... + cjxj + cj,lxjfl +...+ax+¢q)+B=
= cp1X"+ ...+ (g1 — bg))x) + ... + (co — ber)x — bey + B.

Itt ¢,—1 = ap, cj—1—bci=ajhal<j<n, —bcy + B = ap.
Tehat ez f(x), azaz f(x) = (x — b)q(x) + B.
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A Horner-tétel bizonyitasa

Legyen f(x) = anx™ + ...+ ajy1xl Tt +ajx) + ... + a1x + ao,
‘ an ‘...‘aﬂ_l‘ aj ‘...‘81‘80 ijlzbcj+aj
‘Cn_lzan‘...‘ Cj ‘Cj—l‘---‘CO‘B B = bcg + ag

é:s q(x) = cho1x" 14+ + cjxj + cj,lxj’l + ...+ ax+ q.
Allitas: B = f*(b) és f(x) = (x — b)q(x) + f*(b).

Bizonyitas (K2.4.4. Gyakorlat)
Beszorzassal, és x hatvanyai szerint rendezve:

(x = b)(cpo1x" 14 ... + cjxj + cj,lxjfl +...+ax+¢q)+B=
= cp1X"+ ...+ (g1 — bg))x) + ... + (co — ber)x — bey + B.
Itt c,—1 = ap, cj—1—bci=ajhal<j<n, —bcy + B = ap.
Tehat ez f(x), azaz f(x) = (x — b)q(x) + B.

A b-t behelyettesitve 7*(b) = B
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A Horner-tétel bizonyitasa

Legyen f(x) = anx™ + ...+ ajy1xl Tt +ajx) + ... + a1x + ao,
‘ an ‘...‘aﬂ_l‘ aj ‘...‘al‘ao ijlzbcj+aj
‘Cn_lzan‘...‘ Cj ‘Cj—l‘---‘CO‘B B = bcg + ag

é:s q(x) = cho1x" 14+ + cjxj + cj,lxj’l + ...+ ax+ q.
Allitas: B = f*(b) és f(x) = (x — b)q(x) + f*(b).

Bizonyitas (K2.4.4. Gyakorlat)
Beszorzassal, és x hatvanyai szerint rendezve:

(x = b)(cr1x" P4 d ¥ g bt axt )+ B=
= cp1X"+ ...+ (g1 — bg))x) + ... + (co — ber)x — bey + B.
Itt c,—1 = ap, cj—1—bci=ajhal<j<n, —bcy + B = ap.

Tehat ez f(x), azaz f(x) = (x — b)q(x) + B.
A b-t behelyettesitve 7*(b) = B (hiszen x — b nullava valik). O

.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban,
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az dsszes R-beli gydkei,
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gydkei, és g-nak nincs gydke R-ben.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gydkei, és g-nak nincs gydke R-ben.

Bizonyitas
Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gydkei, és g-nak nincs gydke R-ben.

Bizonyitas
Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ures szorzat!
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gydkei, és g-nak nincs gydke R-ben.

Bizonyitas
Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.
Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gydkei, és g-nak nincs gydke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b, gydke, akkor g1 (x) = (x — b2)ga(x).
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gydkei, és g-nak nincs gydke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b, gydke, akkor gi(x) = (x — by)ga(x). Stb.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gydkei, és g-nak nincs gydke R-ben.

Bizonyitas
Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.
Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).

a
Ha gi-nek van egy b, gydke, akkor gi(x) = (x — by)ga(x). Stb.
Veégiil f(x) = (x — b1)...(x — bx)q(x),
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
Belatjuk, hogy f-nek nincs mas gydke, mint by, ..., by.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
Belatjuk, hogy f-nek nincs mas gydke, mint by, ..., by.
Valéban, ha (b) =0,
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
Belatjuk, hogy f-nek nincs mas gydke, mint by, ..., by.

Valéban, ha 7*(b) = 0, akkor (b — b1)...(b— bx)g*(b) = 0.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
Belatjuk, hogy f-nek nincs mas gydke, mint by, ..., by.

Valéban, ha 7*(b) = 0, akkor (b — b1)...(b— bx)g*(b) = 0.

A nullosztémentesség miatt valamelyik tényezé nulla.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
Belatjuk, hogy f-nek nincs mas gydke, mint by, ..., by.

Valéban, ha 7*(b) = 0, akkor (b — b1)...(b— bx)g*(b) = 0.

A nullosztémentesség miatt valamelyik tényezd nulla. De

q*(b) #0,
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
Belatjuk, hogy f-nek nincs mas gydke, mint by, ..., by.

Valéban, ha 7*(b) = 0, akkor (b — b1)...(b— bx)g*(b) = 0.

A nullosztémentesség miatt valamelyik tényezd nulla. De

q*(b) # 0, ezért b — b; = 0 valamelyik j-re.
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Tobb gyoktényezd kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € R[x] félirhaté f(x) = (x — b1) ... (x — bk)q(x)
alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilonb6z8) by, ..., by szamok
az f-nek az Osszes R-beli gyokei, és g-nak nincs gyoke R-ben.

Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = g(x) és k = 0 jo6.

Ha van, akkor 7(x) = (x — b1)gi(x) (a gyoktényezé kiemelhetd).
Ha gi-nek van egy b» gydke, akkor gi(x) = (x — b2)go(x). Stb.
Veégiil (x) = (x — b1)...(x — bk)g(x), ahol g-nak nincs gyoke.
Belatjuk, hogy f-nek nincs mas gydke, mint by, ..., by.

Valéban, ha 7*(b) = 0, akkor (b — b1)...(b— bx)g*(b) = 0.

A nullosztémentesség miatt valamelyik tényezd nulla. De

q*(b) # 0, ezért b — b; = 0 valamelyik j-re. Azaz b = b;. O
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A gyokok szama

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

Kérdés J
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A gyokok szama

Kérdés

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

Ha f(x) = (x — b1) ... (x — bk)qg(x), akkor
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A gyokok szama

Kérdés

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

4. el8adas

Ha f(x) = (x — b1) ... (x — bk)qg(x), akkor
gr(f) =gr(x — b1) + ... + gr(x — bx) + gr(q)

7/ 14
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A gyokok szama

Kérdés

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

Ha f(x) = (x — b1) ... (x — bk)qg(x), akkor
gr(f) =gr(x — b1) + ... + gr(x — bx) + gr(q)
(hiszen szorzasnal a fokok Gsszeaddédnak).
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A gyokok szama

Kérdés

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

Ha f(x) = (x — b1) ... (x — bk)qg(x), akkor
gr(f) = gr(x — b1) + ... + gr(x — bx) + gr(q)= k + gr(q)
(hiszen szorzasnal a fokok Gsszeaddédnak).
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A gyokok szama

Kérdés

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

Ha f(x) = (x — b1) ... (x — bk)qg(x), akkor
gr(f) =gr(x — b1) + ... +gr(x — bk) + gr(q)= k +gr(q)
(hiszen szorzasnal a fokok Gsszeadédnak). Igy k < gr(f).
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A gyokok szama

Kérdés

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

Ha f(x) = (x — b1) ... (x — bk)qg(x), akkor
gr(f) =gr(x — b1) + ... +gr(x — bk) + gr(q)= k +gr(q)
(hiszen szorzasnal a fokok Gsszeadédnak). Igy k < gr(f).

Kovetkezmény (K2.4.7)

Minden polinomnak legfeljebb annyi gydke van, mint a foka.
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A gyokok szama

Kérdés

Miért ér véget az el6z6 bizonyitasban az eljaras?

Ha f(x) = (x — b1) ... (x — bk)qg(x), akkor
gr(f) = gr(x — b1) + ... +gr(x — bx) + gr(q)= k + gr(q)
(hiszen szorzasnal a fokok Gsszeadédnak). Igy k < gr(f).

Kovetkezmény (K2.4.7)

Minden polinomnak legfeljebb annyi gyoke van, mint a foka.

Hazi feladat (K2.4.9)

Mutassuk meg, hogy egy n > 0 fokd polinom minden értéket
legfeljebb n helyen vehet fol.
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A gyoktényezés alak (K2.5)

Ha az n-edfoka f polinom félirhaté c(x — by)...(x — b,) alakban,
ahol ¢ konstans,
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f(x)=x3—3x—2=(x+1)(x+1)(x —2) = (x + 1)?(x — 2). ]

«4O>» «Fr «=)r» «E)» = QR
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Tobbszoros gyokok

f(x) =x3=3x—2=(x+1)(x+1)(x —2) = (x + 1)*(x — 2).
Legyen g(x) = x — 2. J
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Az iteralt Horner-elrendezés

Hanyszoros gyoke az f(x) = x* — x> — x + 1 polinomnak az 17?
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Az x — 1 masodszori kiemeléséhez az egylitthaték az alsé sorban
vannak!
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Az iteralt Horner-elrendezés

Hanyszoros gyoke az f(x) = x
1/-1(0|-1|1
X = 00| -1
X 1)1 0

4 — x3 — x +1 polinomnak az 17
xf—x3—x+1
(x— 1)(* — 1)
(x —1)*(x®>+x+1)

11/ 14

Az x — 1 masodszori kiemeléséhez az egylitthaték az alsé sorban

vannak!
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ért, az eredmény beszorzassal (x — 1) polinomjava alakithaté.
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A g(y) egyltthatéit folfelé haladva a sorok utolsé szamai adjak.
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Az x — 1 masodszori kiemeléséhez az egylitthaték az alsé sorban

vannak! Az 1 kétszeres gyok, mert x? + x + 1-nek mar nem gydke.

Ennek ellenére folytatjuk az eljarast, amig lehet! Az eljaras véget
ért, az eredmény beszorzassal (x — 1) polinomjava alakithaté.
Tehat f(x) = g(x — 1), ahol g(y) = y* + 3y> + 3y~

A g(y) egyltthatéit folfelé haladva a sorok utolsé szamai adjak.
HF: Altalaban is igy kaphatjuk g(x — b) = f(x) egyiitthatéit.
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Binomialis egyiitthatok

[smétlés

Ha van n targyunk, akkor ezeket n! =1-2....-(n—1)-n
kiilonbdz6 médon tudjuk sorba rakni.




A binomialis tétel Algebra és szamelmélet 4. eléadas 12 / 14

Binomialis egyiitthatok

[smétlés

Ha van n targyunk, akkor ezeket n! =1-2....-(n—1)-n
kiilonbdz6 médon tudjuk sorba rakni. Az itt szereplé n! szam
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A binomialis tétel

Fejtsiik ki az (a + b)* szorzatot. )

Az (a+ b)(a+ b)(a+ b) szorzatot kifejtve egy Ssszeget kapunk.
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Az (a+ b)(a+ b)(a+ b) szorzatot kifejtve egy Ssszeget kapunk.

A tagok uy - up - u3 szorzatok, ahol vy, up, u3z € {a, b},
az Osszes lehetséges kombinaciéban
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az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).
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A tagok uy - up - u3 szorzatok, ahol vy, up, u3z € {a, b},

az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).

a° csak egyféleképpen keletkezhet:
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Az (a+ b)(a+ b)(a+ b) szorzatot kifejtve egy Osszeget kapunk.
A tagok uy - up - u3 szorzatok, ahol vy, up, u3z € {a, b},

az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).

a° csak egyféleképpen keletkezhet: ha u; = up = 13 = a.
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Fejtsiik ki az (a + b)® szorzatot.

13 /14

Az (a+ b)(a+ b)(a+ b) szorzatot kifejtve egy Osszeget kapunk.

A tagok uy - up - u3 szorzatok, ahol vy, up, u3z € {a, b},

az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).

a° csak egyféleképpen keletkezhet: ha u; = up = 13 = a.

a’b ugy keletkezhet, hogy w1, us, us koziil ketts a-val egyenls.
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az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).

a° csak egyféleképpen keletkezhet: ha u; = up = 13 = a.

a’b agy keletkezhet, hogy 1. o, u3 kdziil ketts a-val egyenld.
Ezt a kettét (3) = 3-féleképpen valaszthatjuk ki.
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a° csak egyféleképpen keletkezhet: ha u; = up = 13 = a.

a’b agy keletkezhet, hogy 1. o, u3 kdziil ketts a-val egyenld.
Ezt a kettét (3) = 3-féleképpen valaszthatjuk ki.

Hasonléan ab’-bél is harom darab lesz, b3-bsl pedig egy.
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A binomialis tétel (K2.2.46, K2.1.4, K2.1.10)

(a+b)" =
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(a+b)"=a"+ ())a" tb+...+ (" )ab" L+ b"
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az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).
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Hasonléan ab’-bél is harom darab lesz, b3-bsl pedig egy.

A binomialis tétel (K2.2.46, K2.1.4, K2.1.10)

(a+b)"=a"+ ())a" tb+...+(,",)ab" 1+ b" = io ()
J:
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A binomialis tétel

Fejtsiik ki az (a + b)® szorzatot. J

Az (a+ b)(a+ b)(a+ b) szorzatot kifejtve egy Osszeget kapunk.
A tagok uy - up - u3 szorzatok, ahol vy, up, u3z € {a, b},

az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).

a° csak egyféleképpen keletkezhet: ha u; = up = 13 = a.

a’b agy keletkezhet, hogy 1. o, u3 kdziil ketts a-val egyenld.
Ezt a kettét (3) = 3-féleképpen valaszthatjuk ki.

Hasonléan ab’-bél is harom darab lesz, b3-bsl pedig egy.

A binomialis tétel (K2.2.46, K2.1.4, K2.1.10)

(a+b)"=a"+ ())a" tb+...+(,",)ab" 1+ b" = io ()am
J:
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A binomialis tétel

Fejtsiik ki az (a + b)® szorzatot. J

Az (a+ b)(a+ b)(a+ b) szorzatot kifejtve egy Osszeget kapunk.
A tagok uy - up - u3 szorzatok, ahol vy, up, u3z € {a, b},

az dsszes lehetséges kombinaciéban (8sszesen 2° = 8 tag).

a° csak egyféleképpen keletkezhet: ha u; = up = 13 = a.

a’b agy keletkezhet, hogy 1. o, u3 kdziil ketts a-val egyenld.
Ezt a kettét (3) = 3-féleképpen valaszthatjuk ki.

Hasonléan ab’-bél is harom darab lesz, b3-bsl pedig egy.

A binomialis tétel (K2.2.46, K2.1.4, K2.1.10)

(a+b)" = a"+ (Na"lb+ ...+ (,"))ab" 1t + b = zo (7)a"ib.
fa
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A 4. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Gyoktényezss alak (K2.5).
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A 4. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Gyoktényezés alak (K2.5).
Gyok multiplicitasa (K2.5.5).
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Tételek

A polinomok miiveleti tulajdonsagai (K2.1.6).

A Horner-elrendezés (K2.4.4).

Gyoktényezék kiemelése egyszerre (K2.4.7).

Polinomnak legfeljebb foknyi szamu gyoke van (K2.4.7).
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Tételek
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A Horner-elrendezés (K2.4.4).
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A Horner-elrendezés (K2.4.4).

Gyoktényezék kiemelése egyszerre (K2.4.7).

Polinomnak legfeljebb foknyi szamu gyoke van (K2.4.7).
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Polinom és polinomfiiggvény kapcsolata (K2.4.11).
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Atalakitas x — b polinomjava iteralt Horner-eljarassal.
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A 4. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Gyoktényezés alak (K2.5).
Gyok multiplicitasa (K2.5.5).

Tételek

A polinomok miiveleti tulajdonsagai (K2.1.6).

A Horner-elrendezés (K2.4.4).

Gyoktényezék kiemelése egyszerre (K2.4.7).

Polinomnak legfeljebb foknyi szamu gyoke van (K2.4.7).
A polinomok azonossagi tétele (K2.4.10).

Polinom és polinomfiiggvény kapcsolata (K2.4.11).
Atalakitas x — b polinomjava iteralt Horner-eljarassal.
A binomialis tétel (K2.2.42).
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